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Die vorliegende Arbeit verfolgt einen doppelten Zweck. 
Sie soll den Anfänger in die Theorie der Kugelfunctionen, 
welche gegenwärtig durch wichtige Werke über Physik und . 
Astronomie ein Interesse auch für weitere Kreise erhalten 
hat, einführen, und ihm als Lehrbuch dienen. Andrer- 
seits soll sie Demjenigen, welcher die Elemente bereits 
kennt, eine systematische Darstellung der hierher gehörigen 
Untersuchungen bis auf die neueste Zeit Hefern, ihm eine 
Sammlung der Formeln geben, welche bei dem jetzigen 
Stande der Lehre als die wesentlichsten angesehen werden 
müssen, und ihm die Quellen genau bezeichnen aus denen 
geschöpft wurde. 

Das Buch zerfällt in zwei Theile; der erste, die Theorie 
der Functionen, war bei der Darstellung vorzugsweise so 
zu bearbeiten, dass er auch wirklich als Einleitung in das 
Studium dienen kann. Um dem Leser eine Andeutung 
zu geben, welche Abschnitte ihm die vorläufige Uebersicht 
erschweren könnten, sind ganze Kapitel und einzelne Pa- 
ragraphen mit einem * bezeichnet worden, auch wohl 
Theile von Paragraphen, die sich dann zugleich in eckigen 
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Parenthesen befinden. Die Anmerkungen mag man gleich- 
falls vorläufig überspringen. Entweder der Gegenstand über 
welchen diese Stellen handeln, oder die Methode der Un- 
tersuchung lässt sie als nicht geeignet fiir das erste Stu- 
dium erscheinen. Wer zu den Anwendungen auf die Theorie 
der Anziehung und Wärme übergeht, bei denen eine solche 
Trennung oft Schwierigkeiten mit sich führte, wird selbst 
entdecken, bei welchen Punkten er auf früher übergan- 
gene Stellen zurückkommen muss. 

Von den zur Erleichterung des Nachschlagens über 
jede Seite gesetzten Zahlen zeigt die erste die Nummer 
des Paragraphen an, zu welchem der Schluss der Seite 
gehört, während die daneben befindliche in kleinerem 
Drucke sich auf die zuletzt numerirte Gleichung bezieht. 

Dem Geübteren giebt das ausfuhrliche Inhaltsver- 
zeichniss die Stoffe an, welche hier verarbeitet wurden; 
die Citate beziehen sich auf das Werk in welchem der 
betreffende Gegenstand dem Verfasser zuerst entgegentrat, 
und nur dann sind auch spätere Arbeiten erwähnt worden, 
wenn sie der Sache eine wesentlich neue Seite abgewonnen 
haben. Wird dieselbe Arbeit an verschiedenen Orten an- 
geführt, so ist nur das erste Mal der Titel vollständig an- 
gegeben. Gesammelt sind Legendre's Untersuchungen 
über die Kugelfunctionen in den Exercices und in dem 
Traite' des fonctions elliptiques, die von Laplace in der 
Mecanique ce'le'ste Tome II, Livre III; Tome V, Livre XI 
und im Supplement au 5 e volume. 

Jacobi im 2 ,en und 26 8ten , Dirichlet im 17 ten Bande 
des Cr eile' sehen Journals bezeichnen Legen dre als 
Denjenigen, welcher die Kugelfunctionen einführte und 
den Anstoss zu Laplace' s tiefsinnigen Untersuchungen 
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über diese Functionen mit zusammengesetztem Argumente 
gab. Nur scheinbar widersprechen die Daten der Arbeiten 
von Laplace und Legend re dieser Darstellung des 
Sachverhaltes. Di e Abhandlung in welcher Laplace seine 
Untersuchungen mittheilt *) befindet sich nämlich in den 
Memoiren der Pariser Akademie aus dem Jahre 1782 
(gedruckt 1785); erst in der Geschichte der Akademie vom 
Jahre 1783, S. 28 (gedruckt 1786) wird unter denMe'moires 
approuve's par VAcadeniie, en 1783, et destines par eile a 
etre imprimds dans le Recueil des Savans - Etrangers die 
erste Arbeit von Legendre über diese Functionen**) ge- 
nannt, welche uns im 10 ,p " Bande jener Sammlung (ge- 
druckt 1785) aufbewahrt ist. Daraus dass Legendre hier 
erwähnt, er führe das Potential in Folge einer Mittheilung 
von Laplace ein, lässt sich nicht schliessen, das Manu- 
script habe der Akademie erst vorgelegen, nachdem in den 
Memoiren von 1782 auf das Potential durch Laplace 
selbst aufmerksam gemacht war; die oben erwähnte Ent- 
scheidung der beiden deutschen Gelehrten erweist sich als 
die richtige durch eine Notiz von Legendre in den Me- 
moiren von 1784, S. 370 ***) welche er seinen Recherches 
sur la figure des planetes hinzufügte, in denen er die 

*) Theorie des attractions des Spheroides et de la figure des Planetes. 

**) Sur l'attraction des Sph^roi'dcs. Die Pariser Akademie gab im vorigen 
Jahrhundert in einem , höchstens zwei Bänden vereinigt jährlich ihre Geschichte 
und die Abhandlungen ihrer Mitglieder über Mathematik und Physik heraus. 
Ausserdem veröffentlichte sie, nicht in festbestimmten Zeiträumen sondern nach. 
Massgabe des angesammelten Stoffes die sogenannten Savans etrangers, Arbeiten 
welche von Gelehrten, die nicht dieser Gesellschaft angehörten, ihr vorgelegt waren. 

***) La proposition qui fait l'objet do cc Memoire, ctant de'montreo d'une 
manitre beaueoup plus savante et plus gene'ralc dans un Memoire que M. de la 
Place a dejh public dans lo volume de 1782, je dois faire observer que la dato 
do mou Memoire est antdricure, et quo la proposition qui paroit ici, teile qu'olle 
a e*te' lue cn juin et juillct 1784, a donne' Heu a M. de la Place, d'approfondir 
cetto matiere, et d'en presenter aux Geometrcs, une the'orie complete. 
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früheren Untersuchungen weiter verfolgt. Der Satz, auf 
welchen sich jene Bemerkung bezieht, dessen Beweis in 
der Abhandlung geliefert wird, besteht darin, dass das 
Rotationsellipsoid unter den dortigen Annahmen die einzig 
mögliche Gestalt für das Gleichgewicht der Planeten sei. 

Auf diesen Sachverhalt wird man bei den nachfolgen- 
den Citaten achten müssen, und die Arbeiten von Legendre 
in den Savans e'trangers und in den Memoiren von 1784 
als die früheren, die Abhandlung von Laplace in den 
Memoiren von 1782 als die spätere anzusehen haben. 
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- 193 - 18 v. o. statt die («) 1. m. dass («). 



347 - 19 t. o. statt S. 335 1. m. p. 336. 



220 - 14 v. u. statt tu 1. m. 

9o 



Digitized by Google 



♦ 




I 



I 



I 



Digitized by Google 



A. Theorie der Kugelfunctionen. 
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Einleitung. 

Die Einfuhrung der Kugelfunctionen. 



w 



§. 1. ff irken auf einen Punkt 0 mehrere andere materielle 
Punkte P x) P t , P % etc. mit den Massen n { , fi 2 , fi 3 etc. nach dem 
New ton' sehen Gesetze anziehend aus den Entfernungen OP i =R t , 
0P t = R t A OP s =• Ä 3 etc. , so ergiebt sich die gesammte Anziehung, 
welche 0 erleidet, aus der Summe*) 

Die Entwickelung der einzelnen Glieder dieses Ausdrucks führt 
auf jene Functionen, welche mit dem von Gauss gewählten Na- 
men „Kugelfunctionen" bezeichnet werden. 

Es seien x, y, z die rechtwinkligen Goordinaten des Punktes 0, 
ferner x x , y, , *, von/*, etc.; die obige Summe besteht dann, ab- 
gesehen von den Massen /», aus Gliedern wie 

1 



T = 



*) Memoires de Mathematique et de Physique, tires des registres de l'Acade'- 
mie royale des sciences. Annee 1782: TheVie des attractions des sphe'roides et 
de la figure des planetes, par M. de la Place, no. IV p. 123. Legendre schreibt 
diesen Satz in den „Memoires de Mathematique et de Physique, pre'aente's a l'Aca- 
de'mie royale des sciences, par divers savans, Tome X. Paris 1785* Laplacc zu. 
M. vergl. daselbst Recherches sur rattraction des spheroides homogenes p. 421, 
no. 14 die Worte: Mais on y parrient . . . a l'aide d'un theoreme que M. de la 
Place a bien voulu me communiquer etc. 

1* 
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4 Einleitung. §.1. 

Führt man in T sogenannte Kugelcoordinaten ein, d. h. setzt 

x — rcos 0 x { = r t cos0, 

y = rsin0cosy/ y t = r % sin0 l cos^ 
z = r sin 0 sin s, = t\ sin 0, sin V, , 

wo r und r, positiv, 0 und 0 4 zwischen 0 und n 9 y und t^, zwi- 
schen 0 und 2n genommen werden, so verwandelt es sich in 

r = 

yr* — 2rr, (cos 0 cos 0 t -f sin 0 sin 0, cos(tj/ — Vi))"t~ r ! 
und hier sind r und r, die geradlinigen Entfernungen der Punkte 

0 und Pj vom Anfangspunkte A, während -i- gleich OP x wird. 

X 

Setzt man den Winkel OAP x gleich y, so ist y mit 0, 0 t , und V 4 
durch die Gleichung 

cosy = COS0CO8 0J 4-sin0sin0 i cos(i// — t/zj 
verbunden, und man erhält 

T=- , 

yr*~ 2rr, cosy-frj 

Die Entwickelung, von der oben die Bede war, die sich bei 
Laplace*) und Legendre**) findet, besteht darin, dass man T 
nach aufsteigenden Potenzen der kleineren von den beiden Entfer- 
nungen r und r, — sie sei r, — und nach absteigenden der grosse- 

r* 

ren r ordnet: der Coefficient von -^+T; der a l 80 nur von C09 T aü ~ 

hängt, ist dann die n ,e Kugelfunction. Wählt man als Functions- 
zeichen für dieselbe mit Dirichlet ***) den Buchstaben P^ n \ oder 
P* wo eine Verwechselung mit Potenzen unmöglich ist, und rügt 
diesem das Argument cos? in Parenthese hinzu, so ist P* durch 
die Gleichung 



definirt, und wird eine ganze Function n ten Grades von cosy; ihren 
genauen Werth findet man unten §. 3. 



*) M«$moires de Math, et de Phys. Annee 1782 no. X p. 188. 
**) Savans Prangers Tome X no. 10, p. 419. 

***) Crelle, Journal f. Math. Bd. XVII: Sur les se*ries dont le terme ge'ne'ra! 
dopend de deux angles, et qui servent ä ezprimer des fonetiong arbitraires entto 
des limites donne'es, S. 35. 
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§.2 Einleitung. 5 

§. 2. Durch directes Differentiiren sieht man, dass T der par- 
tiellen Differentialgleichung 

d*T d*T d*T _ 
genügt, die sich, nach Einführung der Kugelcoordinaten, in 

d*(rT) i a v inü döJ , J_<rr 

r dr* + sin0 30 + sin*0 ö^' ~ 

verwandelt. Setzt man in diese für T die nach r absteigende Reihe 
ein, so entsteht auf der linken Seite eine neue, nach r absteigende 
Reihe, deren Summe verschwinden muss. Es verschwindet daher 
jedes Glied für sich, und P*(cosy) muss der Differentialgleichung 

. i K^JD i a«P 

gentigen. Wird in den frühern Formeln 0, = 0 gesetzt, so redu- 
cirt sich cosy auf cosO, wird also von rp unabhängig, ebenso 
P w (co8/), welches sich dann in jP"(cos0) verwandelt, so dass P"(cos0) 
ein Integral der Gleichung 

a(sin0|^) 

ist, in welche nun (a) übergeht*). 

In dem ersten Theile wird P als Function von cos 7 betrach- 
tet werden, ohne Rücksicht auf die Zusammensetzung dieses Argu- 
ments aus 0, tpj 0,, , und in diesem Sinne wird gesagt, er handle 
über die Kugelfunctionen von einer Veränderlichen; im zweiten 
Theile tritt P als Function der Veränderlichen auf, von denen cosy 
abhängig gemacht wird, und zwar zunächst von 0, xp, 0,, %ft i . 



*) Alle Entwickelungcn dieser Paragraphen finden sich hei Laplaoe in 
den Memoiren von 1782 S. 133 et seq. 
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I. Theil. Erstes Kapitel. 



§. 3, 2. 



1. Thell. 

Die Kugelfunctionen einer Veränderlichen. 



Erite« Kapitel. 

Verschiedene Formen der Kugelfunction. 

§. 3. Nachdem die Art auseinandergesetzt ist, auf welche 
Laplace die Kugelfunctionen einführte, und wichtige Eigenschaf- 
ten derselben auffand, wobei man von den allgemeineren auf die 
specielleren hinabstieg, soll jetzt der umgekehrte Weg eingeschla- 
gen werden. 

Wenn a klein genug genommen wird, und x zunächst reell 
ist, so läset sich die positive Grösse 

r- 1 

Yl- 2ax + a % 

nach aufsteigenden Potenzen von a in eine Reibe entwickeln, in 
welcher der Coefficicnt von a* mit P^*'(x) bezeichnet werden soll. 
Man entwickelt dazu T nach dem binomischen Lehrsatze in die Reibe 

l+i-«(2a:-a) + ^|a l (2a;-«)*+etc., 

und sammelt die Glieder, welche in eine bestimmte Potenz von a, 
z. B. a a multiplicirt sind. Dadurch ergiebt sich 

► * • 

(l) ... T= 2a*P< n \x) 

n(n-l)(n-2)(n-S) N 
+ 2.4(2 W _l)(2 W -3) ^ etC 7* 

Diese Gleichung kann nun als Definition von P"(x) betrachtet 
werden, es mag x reell oder imaginär sein. Imaginär wird hier 
jede complexe Zahl a + bi genannt, gleichviel ob a . = 0 oder ob es 
von Null verschieden ist; wird der Fall a = 0 speciell betrachtet, 
so sagt man, die Zahl sei rein imaginär. 
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§.4,2. I. Theil. Erstes Kapitel. 7 

Beispiele. 

P° = 1 
P l = x 

P ? "(-a;) = P 2 »; P 2n+ \-x) = - P"(l) = 1. 

An merk. 1. Nach der Bemerkung von Euler*) in einem 

Briefe an Goldbach, dass in der Entwickelung von ]/l-^«*a nach 
aufsteigenden Potenzen von a alle Coefficienten von a ganze Zah- 
len werden, erkennt man sofort, dass P n nur eine Potenz von 2 
zum numerischen Nenner hat. (Diese Eigenschaft von P hat Herr 
G. Bauer in München dem Verfasser mitgetheilt.) 

Anmerk. 2. Die Gleichungen (1) und (2) gelten noch immer 
zugleich, wenn auch x imaginär wird; nur ist dann, bei hinlänglich 

r • 

kleinem «, das T mit positivem reellen Theile zu nehmen. 

§. 4. Für P n (x), welches so eben nach Potenzen von x ge- 
ordnet wurde, lassen sieh noch andere Reihen aufstellen, die 
eine besondere elegante Form annehmen, wenn für x eine trigono- 
metrische Function, z. B. x = cos0 gesetzt wird. 

Zuerst soll P"(cos0) nach Cosinus der Vielfachen von 0 
entwickelt werden; dazu bringt man T in die Form 

(1 — a e*)"** (1 - a e" 1 '*)"*, 
entwickelt jeden Factor für sich nach dem binomischen Lehrsatze, 
und bildet dann das Product der beiden Reihen 

1 + +^(ae''<>y + etc., 

l +i „ c ^ + i^.( ae -^-f etc. 

Der Coefficient von a* in dem Producte muss nun P (w) sein, so 
dass man erhält: 

f . 2.4.6... (2«) %f . 

(a >- 1. 3 .5...(2„-V ( C08<? ) = 

*> Corrospomdance mathematiqu» et pbfaiquet publice par Fttas. ßt. 
bourg 1843 Tomel, Lettre CXLU, ft*. 5*7 (Berttn d. 4. Decemb.r 1751). 
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8 I. Theil. Erstes Kapitel. §.4,2. 

wenn die Refhe so weit fortgesetzt wird, bis sie von selbst ab- 
bricht. Es kommt auf dasselbe hinaus, wenn man die Reibe so 
weit fortsetzt, bis die Argumente (n— 2)0, (w— 4)0, etc. in negative 
Vielfache von 0 übcrgehn, und dann bei ungeradem n alle Glieder, 
bei geradem n alle ausser dem letzten doppelt nimmt. 

Aus dieser Reihe, welche Laplace *) entwickelt, schliesst 
Legcndre **), dass P* seinen grössten Werth für 0 = 0 erhält. 
Da aber P(l) gleich 1 wird, so ist zugleich 1 der grosste Wertb 
von / > (cos0). 

Eine ähnliche Reihe stellt P*(x) auch dann noch dar, wenn 
x grösser als 1 ist. Man bildet dazu eine Grösse £, die zu x 
die Beziehung hat, welche e id zu cos0, indem man 

also $ = x-\- yx % — 1, I" 1 = x— 1 macht, gleichgültig welche 
der beiden Wurzeln man unter }V— 1 versteht. Die Zerlegung 
von T in 

giebt dann die Formel 

2.4.6... (2n) n , > 

w i.a.5...(2»-i)^ w 

p> . 1 fc»-? . 1 .3.w(/j — l) . 

$ l.(2/i-l) $ + 1.2(2n-l)(2«-3) * + 61 

Ohne auf die Entwickelung von T zurückzugehen, findet man 
diese Formel auch , wenn man bemerkt dass rechts und links in (b) 
eine ganze Function von x steht, indem yx 9 — 1 sich auf der rech- 
ten Seite forthebt, und dass die Gleichheit dieser ganzen Functio- 
nen durch (a) schon für alle x erwiesen ist, die kleiner als 1 sind: 
sie besteht daher für alle x. 

0 0 

Andre Ausdrücke für P, die nach cosy und »iny ge- 
ordnet sind, hat Dirichlet ***) angegeben, von denen man spä- 



*) Memoiren von 1782, S. 142. 

**) Memoiren Ton 1784: Rechercbes enr la figure des planetes, 8. 376. 
*•*) Crelle, Jonrnal f. Math. Bd. XVII, 8.39. 
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§.4,2. I. Theil. Erstes Kapitel. 9 

ter sehen wird (§. 51), dass sie leicht aus einer allgemeinen Formel 

von Legendre folgen. Um den ersten zu erhalten, setze man für 

ö 

1 — 2aco80-f a* zunächst 1 — 2er-f a l -f 4asin*— , und dann 



/ 4ctsin t -^-\ 



Dadurch wird 

m _ 1 l 2a8m 2 1.3 V 2csin 2) 
r ~l-a" l(l-«) 3+ 1.2 (1-a) 5 CtC * ; 
das Glied, welches a m im Zähler hat, nämlich 



/ 6 \ m 

* o r /o i\ ( 2asin l — ) 
1.3.5.. .(2w — 1) v 2/ 



1.2.3... m (1 — ' 
liefert, wenn man es nach Potenzen von a entwickelt, so lange m 
nicht n überschreitet einen Theil, welcher in a n multiplicirt ist, der 
gehörig zusammengezogen gleich*) 

- » m 6 

„, . x sin* m — 
JT(it+w) 2_ 

-n{n-m) (Jlm) % 
wird. Sammelt man alle diese Theile in T, so entsteht endlich 

(«).../>« (co S 6) = 1 - <5±J>? sin^+^^fcÜ^'l - etc. 

Hätte man 1 — 2acos0+a* nicht wie oben transformirt, son- 
dern gleich 

z 

gesetzt, so würde man 

(rf)... (-l)"J>"(cOB0) ==1-^±^C0S 2 |. 

( W + 2)(n+l)ii(ii-l) 0 
.+ p-^ cos y -etc. 

erhalten haben, einen Ausdruck, der übrigens sogleich aus (c) durefc 
Vertauschung von 0 mit n — 0 folgt. 



*) Hier wie im Folgenden wird das Gaussische Zeichen // angewandt. 
Bekanntlich ist /T(«) =* r(«-r-1) « «n(n — 1). Für eine ganze Zahl w ist 7/(ti) 
das Product 1.2.3...«. 
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10 I. Theil. Erstes Kapitel. §. 3. 

Ueber andere Entwicklungen von P* vergl. m. §. 7 und §. 20; 
als die Quelle, aus welcher am leichtesten Reihenausdrücke ge- 
schöpft werden, wird sich später die Differentialgleichung der P 
erweisen. 

§. 5. Die Kugelfunction lässt sich als Differential- 
quotient eines einfachen Ausdrucks ansehen. Um dies 
zu zeigen, transformire man den Factor 

1.3.5...(2m— 1) 
1.2.3... tt 

welcher in der Gleichung (2) für P vorkommt, in 

(2ra) (2ra - 1) (2n - 2) . . + 1) 
2".1.2.3...n 5 
dann geht 2"il(«)/^(x) in eine Summe von Gliedern über, deren 
erstes 

(2») (2„-l)... (»+!)*• - £g5 

ist, während allgemein das mit x n ~ 7m multiplioirte 

(2»)i2«-l).,.(ii-2at+l) 
— 2.4...2ro(2w-l)(2»-3)...(2« — 2ro+l) 

wird. Zertheilt man den Zähler in das Product von 

(2n — 2f»)(2w — 2ot-1)...(w — 2m+l) 

und 

(2w) (2w - 1) (2« - 2) . . . (2w - 2m+l), 
hebt darauf die Factoren des letzten Ausdrucks, welche ungerade 
Zahlen enthalten, gegen die gleichen des Nenners fort, so verwan- 
delt sich dieses Glied in 

± n(»-l). ..(»-!»+ 1) ( 2w _ 2w )(2 w -2m-l)...(n-2m-fl)x"^ 
1 . 2 . . . tti 

oder in 

Jt(»-l)(n— 2)...(it-w+l) <f (ar*—*") 
— 1.2.3.. .m dx* 

Es wird daher 2» JI(n)P n (x) der » ,e Differentialquotient nach £ von 



d. h. 
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§. 6, 4. 



L Theil. Erstes KapiteL 



11 



Diese wichtige Formel rührt von Ivory*) her; er findet sie 
durch eine Methode, die im §. 37 auseinandergesetzt wird. Be- 
trachtungen, welche denen von Ivory am angeführten Orte ganz 
ähnlich sind, kommen mit Ausnahme des schliesslichen Resultates (3) 
zwar schon in Legendre's Exercices **) vor, treten aber noch 
früher, nämlich in den Philosophical Transactions von 1812 in 
Ivory's Arbeit, On the Attractions of an extensive Class of 
Spheroids S. 50 auf. Später hat Jacobi ***) diese Formel noch 
einmal entdeckt, und durch die Lagrange'sche Umkehrungsfor- 
mel bewiesen. Andere Beweise, auf die man gelegentlich kommt, 
sind §. 35, 37 und 56 angedeutet. 

§. 6. Jacobi bat auf eine Methode f) aufmerksam gemacht, 
die man in ihrer einfachsten Gestalt anwenden kann, um den von 
Laplace ff) aufgefundenen Ausdruck von P" durch ein bestimm- 
tes Integral abzuleiten. Sie beruht auf einem Hülfssatze, der 
vorausgeschickt werden soll: 

Bezeichnet a eine positive Grösse, und ist b entweder reell 
und kleiner als a, oder rein imaginär, so wird 

(4) l r df f = 1 

w nJ a+bcoaq) y a *_ 0 *' 

wenn die Wurzel auf der rechten Seite den positiven Werth 
vorstellt. 



*) Philosophical transactions of the royal society of London. For the year 
1824. Part I. London 1824: On the figure requisite to maintain the equilibrium 
of a homogeneous fiaid mass that revolves upon an axis, pag. 91 — 93. 

**) Exercices de calcnl integral sur divers ordres de transcendantes et snr 
lcs quadratures par A. M. Le Gendre. Tome II. Paris 1817, no. 134, pag. 258. 
Man vergl. dort die Formel (m). 

***) Crelle, Journal f. Math. Bd. II, Berlin 1827, S. 223: Ucber eine be- 
sondere Gattung algebraischer Functionen, die aus der Entwicklung der Function 
(1 — 2xz-\-z*y entstehen. 

f) Grelle, Journal f. Math. Bd. XXXVI, 8. 81: Ueber die Entwicklung des 
Ausdrucks [an — 2nn'(cos wcosy -J-sin(W8in<pco8(* — #')) «V)~*. Diese merk- 
würdige Arbeit ist später, abgekürzt in's Italienische übersetzt, im Giornale Arca- 
dico, Tomo XCVIII, Roma 1844 erschienen, und aus demselben in's Liouville'- 
sche Journal Tome X, pag. 229 übergegangen. 

ff) TraUe* de mecanique Celeste Tome V. Paris 1825. Livre XI, Chap. II, 
No.3, pag. 33 form. (f). 



Digitized by Google 



12 I. Theil. Erstes Kapitel. §.6,4. 

Versteht uian, wie üblich, unter Modulus einer imaginären Zahl 

p + qi die positive Grösse yp* + q i , deren Quadrat p' + q* Gauss 

Norm nennt*), so ist 

f„\ f' n __dif_ n 

wenn M(ß) < 1. Denn der Nonner des Iutegrals lässt sich in 

(1— ßj9)(l~ /Je-'V) 

zerfallen, und man hat 

» 

TZT^y = 1 + ß** + ctc - 

folglich enthält die Entwickelung von 

1 



1— 2/*COBy + /jf* 

nach Potenzen von e'V und e _, V als von <p unabhängiges Glied 

1 + etc. = jqjv 

Entwickelungeu nach Potenzen der genannten Grössen sind Ent- 
wickelungen nach Cosinus und Sinus der Vielfachen von (p, und 
zwar können die Sinus nur mit i verbunden vorkommen ; sie feh- 
len also hier, wo die entwickelte Function reell ist. Es sei nun 
eine Function von <y, die f(rp) heisse, nach Cosinus der Vielfachen 
von (p in eine Reihe 

f((f) = c 0 + c, cos (p -f- c 2 cos 2<jp -f- etc. 
entwickelt; dann wird das Glied c ü durch das Integral 

- / MO** 

gefunden, so dass, wenn 

^ = l-2^cosy-fA* 
gesetzt wird, die Gleichung (a) erwiesen ist. 

Das Integral (4) kann man sogleich auf die behandelte Form (a) 

bringen, wenn man eine solche Grösse p und solches ß sucht, dass 

M(ß) < 1 und dass 

a = p{l+ß*) 
b = — 2ßp 

*) Zur Abkürzung soll Modulus und Norm von p+V durcli M(p-\-qi) und 
•^(P + VO bezeichnet werden. 
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§.6, 4. I. The II. Erstes Kapitel. 13 

wird. Dazu muss 

^+^+1 =0 
sein; haben also die beiden Wurzeln 

~ b > b 
nicht gleichen Modulus, so ist der Modulus der einen kleiner als 1, 
(da ihr Produkt grade 1 wird) und diese kann für ß gewählt wer- 
den. Nach unseren Annahmen ist 6* jedenfalls reell und von 
Null verschieden; also sind die Moduln der Wurzeln verschieden, 
und 

ß= 6 

■ 

ist von der verlangten Beschaffenheit. Da nun l+ß* positiv wird, 
so ist auch p und endlich p(l—ß*) positiv, folglich gleich der posi- 
tiven Wurzel aus o Ä — 6', d. h. 

1 



nj o(l — 



J p(l-2acos<p+a t ) jV-fr 1 "' 
und sonach die Gleichung (4) bewiesen. 

Diese Formel lässt sich noch verallgemeinern ; fasst man näm- 
lich das Resultat so, dass (a-f&cosqp)"" 1 , nach Cosinus der Viel- 

1 

fachen von w entwickelt, als von w freies Glied ., enthält. 

r ia % ~b % ' 

so folgt dasselbe für die Entwickelung von (a+6cos(<p — V/))" 1 
nach Cosinus der Vielfachen von (<p — yj). Wird nun nach <p zwi- 
schen 0 und 2« integrirt, so fallen alle Glieder der Cosinusreihe 
bis auf das von q> unabhängige fort, und man erhält 

/*» dy 2n 
o-(-6co8i//cos<3p-|-6sin tps'mfp ~~ y a *_5« ' 

d. h.: es ist 

(4 a) P" — = 2* 

\ > a ) • • • J ^.{-ßcosqp+Csin^ ^A t —B*~C t 

wenn A eine positive Grösse bezeichnet, B und C zugleich reell 
oder zugleich rein imaginär sind, und ^A t —B*—C t die positive 
Wurzel aus der positiven Grösse A % — B % — C* vorstellt 
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14 I. Theil. Erste« Kapitel. §. 7, 5. 

Da* Integral (4, a), und dasselbe noch verallgemeinert dnrch 
einen Factor cosmqp oder sinmqp unter dem Integralzeichen, hat 
Jacobi in einer besondern*) Arbeit für den Fall behandelt, dass 
A, B, C beliebig reell oder imaginär sind. Im §. 47 wird derselbe 
Gegenstand wieder berührt werden. 

§. 7. Vermittelst dieses Hülfsatzes lässt sieb, wenigstens für 
ein reelles x, (1 — 2ax+a*)-* durch ein bestimmtes Integral aus- 
drücken. Dazu transformire man die Grösse unter dem Wurzel- 
zeichen in 

(l-axy+a^l-x)* 

und setze in (4) 

a = 1 — ax, 
b = a y# f — 1. 

Da für ein hinlänglich kleines «jedenfalls 1— ax positiv ist, so 
erfüllt a die Bedingungen des Theorems; b, mit welchem Zeichen 
auch die Wurzel genommen wird, ist entweder rein imaginär, wenn 
nämlich x < 1, oder reell und dann kleiner als a, da 

a x — 6 Ä = 1-2 
positiv wird. Es ergiebt sich daher aus (4) 

n _ P n dqp 

— 2ax+a* J 1 — ax+acoB(p yV— 1 ' 

und hieraus, wenn man nach aufsteigenden Potenzen von a ent- 
wickelt, zunächst für ein reelles x (durch (1)) 

(5) . . . nP*(x) = ^(x-cosfp^x^ydfp, 

die Gleichung von Laplace. 

Denkt man sich a positiv und hinlänglich gross, so wird für 
ein positives x auch ax— 1 = a positiv, und b = u ^x % — 1 ge- 
nügt noch den Bedingungen der Gleichung (4); es entsteht also 
für hinlänglich grosse a die Beziehung 

n _ r n d<p 

•tfV—Zax + a* J «x-f acosy —1 ' 



*) Crelle, Journal f. Math. Bd. XXXII, S. 8: Ueber den Werth, welchen 

das bestimmte Integral J ^ Acoa!p — JBginy fÜf ^ lielbi ^ e ima g inlire Werthe 

o 

Ton A und B 
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die linke Seite, nach absteigenden Potenten von a entwickelt, 
giebt P n (x) als Coefficienten von a-*" 1 , also der Torstehende Aus- 
druck die neue Form von P: 

(5, a)... = ^ ? ■ , • 

Im folgenden Paragraphen werden die wichtigen Ausdrücke für P, 
die hier gewonnen sind, genauer untersucht; zunächst können sie 
dazu dienen, neue Entwicklungen von P in Reihen zu liefern, 
welche die des §. 4 vervollständigen. Setzt man wieder cr=cos0 und 

cos 0 -f % sin 0 cos (p = (cos — -f t sin — e^^cos y + 1 sin — e-bj, 

so wird die n<* Potenz des Ausdrucks auf der linken Seite gleich 
dem Product der beiden Reihen 

cos-JD +f ita„ g | * + ^Ü(itang| e*)* + eto.], 

cos " 2"L 14 "T ttÄng "2 ^ + 1.2 V^Zj*" 9 ) + etc -J > 
also nach (5) 

wie Dirichlet am ang. Orte*) bemerkt. 

Eine nach Potenzen von tangtf = u geordnete Reihe findet 
man durch Entwickeluug von (costf-fisinflcosqp)" nach dem bi- 
nomischen Lehrsatze; da 

^J* co& m q>dq> 
0 

für ein ungerades m verschwindet, für ein gerades gleich 

1.3.5...(m— 1) 
2.4.6... m 

wird, «o ergiebt sich 

T>»t a\ nfiC* n(n—l) t n(»— l)(n— 2)(*— 3) . \ 
P (cob0) =s cos" 0(^1 2 , • m H — ^ t 4 , /v -n 4 -etc.^. 

kommt im wesentlichen bei Euler**) vor. 



*) Crelle, Jonmal f. Math. Bd. XVII S. 40. 

**) Cttlexi uurtitutiones calcoli mtegialis, Bd. HL PetropoU 1824. Vol. I, 
»actio I, Cap. VI, probl. 83 (nicht 36, wie dort irrthümlich steht), S. 160. 
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IG I. Theil. Erstes Kapitel. §. 8, 6. 

§. 8. Die Kugelfunction ist nach (2) eine ganze Function 
ihrer Veränderlichen x; dasselbe gilt von der rechten Seite von 
(5), indem dort bei der Entwickelung nach Potenzen von cos<jp, 
durch die Integration die ungeraden Potenzen von cosqp, also auch 
von ix % — 1 herausfallen. (Aus diesem Grunde ist es gleichgültig, 
welches Zeichen diese Wurzel erhält; letzteres sieht man übrigens 
auf der Stelle ein, wenn man n — q> für (p substituirt.) Besteht 
die Gleichheit zweier ganzen Functionen von x für alle reellen x y 
so findet sie allgemein für alle x Statt, so dass die Gleichung (ö) 
für alle reellen und imaginären x gilt. 

Es fragt sich, ob die Gleichung (5, a) ebenso für alle 
x besteht, ob also nicht nur für positive, sondern für 
alle reellen und imaginären Werthe erhalten wird: 

(6) . . . / W^r^ =/"^7^Tp- 

Zunächst ist klar, dass wenn beide Seiten für ein bestimmtes x 
gleich sind, sie für das negative nicht gleich sondern entgegenge- 
setzt werden; auch für ein rein imaginäres x können sie nicht 
übereinstimmen, da für einen Werth von o; in diesem Falle 
ar+cosrp l/x* — 1 verschwindet, also das Integral der rechten Seite 
die Bedeutung verliert. Aber auch nur in diesem Falle kann die 

x 

genannte Grösse verschwinden; denn soll .. reell sein, so 

yx % — 1 

muss \ reell, also x reell oder rein imaginär werden. Ist x reell 

x 

x 

und kleiner als 1, so wird ^ ^ imaginär, ist x reell und grösser 

als 1, so wird jener Quotient grösser als 1, also nicht =+cos(p. 

Nach diesen vorläufigen Betrachtungen soll der schliesslich e 
Satz bewiesen werden: Die Gleichung (6) besteht immer, 
sobald der reelle Theil von x positiv ist, und giebt so 
einen zweifachen Ausdruck für P n (x). 

Um dies zu beweisen, wird man (6) durch eine Substitution 
verificiren, welche von Jacobi*) herrührt; der bessern Uebersicht 

*) Cr eile, Journal f. Math. Bd. XV: Fonnula transformatioms integralium 
definitorum. S. 11, no. 8. 
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§. g f 6. I. Theil. Erstes Kapitel. 17 

halber denke man sich zunächst x reell (natürlich positiv) und 
grösser als 1. 

In das Integral 

j*(x — cos^ j^r*— 1)" dy 

führe man eine neue Variable q> für tj durch die Gleichungen ein: 

arcosop-f Va?*— 1 

cos»? = z — h=== 

a?-fcos€p yar— 1 

sincp 

sin tj — 



ar + cosqp ' 
denen man noch die beiden andern 

dcp 



aj-J-cos<jp yx % — 1 



ar — cos»; ya?*— 1 = 



•5, (*+« 



a? -f- cos <jp ^a:* — 1 

hinzufügen kann, mit der Bestimmung, dass für y = 0 auch f} ver- 
schwindet, und tj sich dann mit q> continuirlich ändert. Während 
€p von 0 bis n wächst, kommt y von 0 zu einem solchen Werth e ; 
dass cos tj = — 1, sini7 = 0, der also sicher ein ungerades Vielfache 
von n ist; da aber sin 17 während dieses Laufes von <p nie negativ 
wird, so überschreitet tj nie «, seine Grenzen sind daher 0 und n, 
und man hat 

< ty- — - = / (x — cos? Va?*— 

cosyj^-1)»* 1 J V 49 ' 

f* Im allgemeinen Falle, wenn a: imaginär ist, kann 
dieselbe Substitution mit den gleichen Bedingungen für Anfang 
und Verlauf gemacht werden; es ist dann unter cos 17 und sin 1? 

die Exponentialgrösse ~ resp. — —. — , und unter ij ein 

imaginärer Ausdruck *-H£ zu verstehen. Hierbei kommen folgende 
Punkte in Betracht: 

1) „Wenn q> von 0 bis n durch das Reelle wächst, so ändert 
„sich i] von 0 (durchs Imaginäre) bis zu 11, während der reelle 
„Theil e nie n im ganzen Verlaufe überschreitet, und ( nie un- 
endlich wird." Das Letzte ist sofort klar, da a?-fcosqp ^a? f — 1 nie 

Heine, Handbuch J. Kugelftjnctionen. 2 

* 
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18 I. Theil. Erstes Kapitel. §. 8, 6. 

verschwindet, also sin i? = ain*coBt£-f cos*Bint£ und cos* = 
cos*cosif — sin«sintf, daher auch 2 costf = e>+e-Z nie unendlich 
wird; um das Erste zu beweisen, braucht man nur zu zeigen, dass 
der reelle Theil von sin i], der sin * cos tf ist, nie negativ wird, — 
weil cosif immer positiv ist, also sin*cosi£ das Zeichen von sin« 
hat. Das Zeichen dieses reellen Theiles von sin y erkennt man 
als nicht negativ durch einige einfache Hülfcsätze, die hier folgen 
und später noch mehrmals angewandt werden. 

Der reelle Theil von a? = a+6i hat dasselbe Zeichen wie der 

1 ^ 1 a — bi 
von — • Denn — = t • 

Wählt man ]/a? f — 1 so, dass der reelle Theil der Wurzeln das 
Zeichen des reellen Theiles von x hat, so ist auch das Zeichen 

der imaginären Theile von x und ^x % — 1 gleich. War x reell 
und <1, so gilt der Satz offenbar nicht mehr. Beweis: Ist 

^x % — 1 Äp+gt so wird der imaginäre Theil von x x gleich 2pqi; 
war a? = a+6i, so wird derselbe 2abi. Hatten a und p gleiches 
Zeichen, so gilt demnach dasselbe von b und q. 

Ist der reelle Theil von x positiv, so gilt dasselbe von dein 

reellen Theile von ar-f^a?'— 1 und x — ^x % — 1. Beweis: Denkt 

man sich ^x 1 — 1 mit positivem reellen Theile p, so kann man 

x = a±bi, ^x*—l —p±q% setzen, wo also a und p positiv sind, 
(Annahme), b und q positive Grössen bezeichnen, und die oberen, 
ebenso auch die unteren Zeichen zusammengehören. Dann wird 

der reelle Theil von x+ ]/x x — 1, gleich a+p, also positiv. Da 

ferner x — ^x % — 1 = }. — , so ist auch der reelle Theil von 

x + ix^-1 

x — ^x*—l oder a—p positiv. War x reell und <1, so bedarf 
der Satz keines Beweises. 

Hieraus folgt, dass der reelle Theil von (a?-f cosqp yx*— 1), der 

gleich a-\-p cos(p wird, also im ungünstigsten Falle zu a — p herab- 

1 

sinkt, positiv bleibt, also auch der von .-, und 

cr-f-cosqp yx* — 1 

schliesslich der von sini?. 
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2) Die imaginären Grössen pflegt man geonietmch mit Hülfe 
zweier steh in einem Punkte A rechtwinklig schneidenden Ach- 
sen AX» der Achse des Reellen, und AY, der Achse des Imaginären 
darzustellen. Eine Zahl = * -f- f » wird dann durch den Punkt 

Y 




Y 

der Ebene vorgestellt, dessen rechtwinklige Coordinaten auf das 
System bezogen, wenn es ein Coordinatensystem wäre, ap = «, ys=f 
sein würden. Jede continuirliche Curve in der Ebene stellt eine 
continuirliche Folge von Zahlen 17, und verschiedene krumme Linien f 
welche dieselben zwei Endpunkte verbinden, stellen verschiedene 
Arten (Wege) dar, auf welchen man continuirlich von dem Werthe 
von 7j, welcher dem ersten Punkte entspricht, zu dem gelangen 
kann, welcher dem letzten Punkte angehört. 

Theilt man eine Curve in n Theile nach solchem Gesetze, dass 
mit wachsendem n die Theilpunkte überall näher rücken, und bei 
hinlänglich grossem 11 kein noch so kleiner gegebener Theil ohne 
Theilpunkt bleibt} sind 17,, tj t) ... rj n diese Theilpunkte, und be- 
zeichnet f(ri) eine für diese Cnrve continuirliche Function, so ist 
die Grenze der Summe 

(*t -Vi ) f(% ) 4- (V s -n»)f(lt) + "' + fa. -*-0f 
für n = 00 das was man 




über diesen Weg integrirt, nennt. 

2* 
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20 I. Th«U. Erstes Kapitel. §. 8,6. 

Wird ein Baum in der Ebene durch eine geschlossene Curve 
begrenzt, und hat die Function /*(*) die Eigenschaft, dass sie im- 
mer zu demselben Werthe führt, wenn man von demselben Punkte 
tj 0 zu demselben zweiten rf y immer mit dem gleichen Werthe f{%) 
ausgehend, auf allen verschiedenen Wegen innerhalb des geschlosse- 
nen Raumes gelangt, so heisst die Function in diesem Baume mo- 
nodrom. Jede ein werthige Function ist daher überall monodrom. 

Giebt — fÖÜ. ra it abnehmenden A immer denselben 

Grenzwerth, man mag unter h eine reelle oder imaginäre Grösse 
verstehen, so heisst f(rj) monogen; geschieht dies nur in einem 
bestimmt umschlossenen Räume, so ist die Function in diesem 
Räume monogen. (Riem an n nennt eine monogene und monodrome 
Function schlechtweg Function.) 

Für eine monogene und monodrome Function existirt immer 

™ff{n)dn für jeden bestimmten Weg der Integration; die .uf 

verschiedenen Wegen genommenen Integrale sind gleich, natürlich 
wenn sie dieselben zwei Endpunkte verbinden. Wenn 17 von einer 
reellen Grösse 9 abhängt, und q> von y 0 bis g>° wächst, während 

/*" drt 
f(lf) ~~7~~~ d <p. 

Es ist cos 3 eine monodrome und monogene Function von q; 
jede ganze Function einer monodromen und monogenen Function 

ist ebenso beschaffen, folglich auch (s— cos 17 1)". 

Hieraus schliesst man, „dass^^r— cos 19 ^x*— l) n dtj über fr- 
agend einen Weg integrirt, den 17 einschlägt um von 0 bis zu n 
„zu gelangen, immer denselben Werth hat, also gleich dem In- 
tegrale auf reellem Wege von 0 bis n ist". 

Werden diese Sätze der Reihe nach mit denen ad 1 verbun- 
den, so ist dadurch der Beweis der Gleichung (6) geliefert. In 

der That wird dann J* n (x—coBt] ^x % —l) m dn gleich demselben 

u 

Integrale auf dem imaginären Wege 17, welcher ad 1 bezeichnet 
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§. 8, 6. I. Theil. Erttet Kapitel. 21 

ist, dann 

und nach der Substitution des Wertbes von rj in <p 



J (x+co&tp ix % — 1)"+* 
Bei dem heutigen Stande der Wissenschaft sohlen es nicht 
zweckmässig, Betrachtungen wie die ad 2 hier gänzlich auszu- 
schliessen, zumal jetzt, wo bereits elementare Darstellungen der 
Lehre von den Functionen einer imaginären Veränderlichen existi- 
ren *), von der hier die einfachsten Sätze angeführt wurden.] 

Anmerkung. Dieselbe Gleichung (6) besteht noch für ge- 
brochene n, wenn man nur die Potenz gehörig bestimmt, x mag 
reell oder imaginär sein; die Beschränkung dieses Paragraphen 
über das Zeichen des reellen Theiles von x bleibt bestehen. Setzt 
man nämlich fest, dass (a?-fcosqp ^x f — 1)" für rp gleich 0 irgend 
eine bestimmte Potenz sei, so wird, da dieser Ausdruck, während 
<p von 0 bis n reell wächst, nie durch 0 geht, sein Werth im gan- 
zen Verlaufe bestimmt. Da ferner 

x — cos? ix x —\ = f 

x+ cosqp yx % — 1 

so wird, während rp wächst, das durch die Gleichungen be- 
stimmte 17 nie die linke Seite zu 0 machen; giebt man ihrer n ttn 
Potenz für 17 = 0 als Werth 1 dividirt durch den gewählten Anfangs- 
werth von (<r-|-cosqp ^x* — 1)", so muss ihr Werth auch im ganzen 
Verlaufe bestimmt sein. Es wird also 

^ ? = — cosw ^x*—l) n dtj, 

(ar-f cosy Yx*=i)"+ l J K /r J 

das Integral rechts von 17 = 0 bis 1? = n auf einem bestimmten 
imaginären Wege w (man vergl. die Figur), der ad 1 besprochen 
ist, genommen. Die Gleichung (6) gilt daher noch immer, wenn 



*) Man vergl. die ersten Seiten der Arbeiten von Briot und Bouquet, 
entweder Journal de I'ecole imperiale polyteebnique Cabier 36: Etüde des fonetions 
d'une variable imaginaire, oder Theorie des fonetions doublement pe*riodiques et, 
en particulier, des fonetions elliptiques. Paris, 1859. 
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es erlaubt ist, statt über m?, über den reellen Weg r, der 0 und n 
verbindet, zu integriren. Dies ist aber erlaubt, wenn x— cosi/ } ! x % — 1 
in dem durch t> und ie begrenzten Räume nie verschwindet; das» 
dies nie geschieht, lässt sich dadurch beweisen, dass man zeigt, 
wie es jetzt geschehen soll, der reelle Theil von x — cos 17 ^x % — 1 
sei in jenem Räume immer positiv. 

Am Rande des Raumes, d. h. wenn 17 auf t> oder auf u> bleibt 
ist dies der Fall; ersteros folgt aus den Untersuchungen ad 1, in- 
dem nach der dortigen Bezeichnung der reello Theil a — p cos tj 
wird. Bleibt y auf w, so hat man 

jr-cosi? yx*-i = — /=§==■ ; 

der reelle Theil der rechten Seite bat sich aber schon als positiv 
erwiesen, so dass auch der der linken Seite positiv ist. Könnte 
nun x — cosg ^x % — 1 einen nicht positiven reellen Theil im um- 
schlossenen Baume erhalten, so würde daraus, dass er Uberall am 
Rande, die Curvc 10 und t> entlaug, positiv bleibt, folgen, dass füi 
ein tj im Innern dieser Theil ein Minimum besitzt, was nicht ein- 
treten kann. 

Beweis. Setzt man 

x = cos(a-f/tft) 
^x % — 1 = iB\n(a + ßi) 

so wird der reelle Theil von (x — costj }x*— 1) gleich 

A + B cos * cos i f -f Csin e sin t f 

wo 

A ss cosacost/9, 
Ä s= — tsint/?cosa, 
C = isinacost/9. 

Soll dieser für eine Combination £ ein Minimum erreichen , so 
müssen für dieselbe die Differentialquotienten von 

A + /? cos * cos tf -f Csin e sin i £ 
nach e und £ verschwinden ; es soll also zugleich 

/?sintcost£ — Ccosfsinif = 0 

Csin e cos t f — B cos e sin tf = 0, 
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B C 

d. h. — = -g- sein (wenn nicht B = 0 und dann auch C=0 wird). 

Hieraus folgt oder fl = C=0, da B reell, C imaginär ist; 

es reducirt sich demnach der untersuchte reelle Theil auf die Con- 
stante A; und kann folglich kein Minimum besitzen. 

§. 9 Aus den bisher entwickelten Formen der Kugelfunction 
sollen zunächst einige einfache Schlüsse gezogen werden. 

Aus (1) folgt, da6s fün x = 0 die Grösse (l-fa*)"* die Func- 
tion jP" erzeugt. Daher ist für ein ungerades n, P*(0) = 0, für ein 
gerades 

Für ein unendliches x wird P n unendlich, und zwar so, daBS 

für x = oo in ^ l ' ^V^ über & eht 

Sämmtliche Wurzeln der Gleichung P*(x) = 0 sind 
reell und kleiner als 1. Beweis: Sind die Wurzeln einer 
Gleichung tfj(x) = 0 sämmtlich reell, und liegen sie zwischen a 
und 6, so gilt das Gleiche bekanntlich von den Wurzeln des ersten 
Differentialquotienten *p'(x) } also auch von denen jedes folgenden 
y;< w )(;r). Ist im besonderen Falle y>(x) = (x*—l) n , so müssen daher 
sämmtliche Wurzeln der Gleichung 

d*(x*-iy _ 0 

dx* 

oder nach (3) von P*(x) = 0, zwischen —1 und +1 liegen und 
reell sein. 

Dass diese Wurzeln sämmtlich verschieden sind, 
soll §. 11 bewiesen werden; 1 selbst gehört nicht zu ihnen, da 
P"(l) = 1 (§. 3). Ist a eine Wurzel, so ist auch — er eine solche, 
da P*(a) = +P"(-o), also werden für ein gerades n die Wurzeln 

P H (x) 

von P H (x) = 0, für ein ungerades von — — — = 0 paarweise gleich 

und entgegengesetzt. Die numerischen Werthe der Wurzeln für 
die ersten n findet man unter Anwendungen I, Mechanische 
Quadratur, angegeben. 
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Der hier bewiesene Satz ist zuerst von Legen dre aufgestellt 
und bewiesen , und zwar in den Memoiren der Akademie*) von 
1784 für einen geraden Index n, in den Exercices **) flir alle gan- 
zen n. Die Methode von Legendre wird im 2ten Theile §. 89 
auf eine ähnliche Untersuchung angewandt; die hier angegebene 
verdankt man J a c o b i ***). 

§. 10. Ein Integral von neuer Gestalt hat Dirichlet f) 
für P"(cosO) unter der Voraussetzung entwickelt, dass 6 einen 
reellen Bogen bezeichnet. Man bedient sich zur Ableitung des- 
selben einer Formel, die in einem einfachen besonderen Falle be- 
reits §. 6 angewandt wurde. Ist nämlich f(rp) in eine trigonome- 
trische Reihe 

f(q>) = a t 8in<jp+ a t sm2<p+a s sin3qp-f- etc. 

oder in 

f(fp) = cos (p +6 t cos2<y/-f etc. 

entwickelt, die für alle qp von 0 bis n die Function f(q>) darstellt, 
so wird resp. 

2 f n 

« m = / f(q>) sin mf dxp 
2 f* 

K = / f((f)cosm(pd(f. 

Durch Multiplication der ersten Gleichung mit sinm<p und der zwei- 
ten mit cosm<p, und Integration nach <jp von 0 bis n, nach der 
alle a und b bis auf a M resp. b m fortfallen, wird dieser Satz auf 
der Stelle bewiesen. 

Bei einigen späteren Untersuchungen kommt ein bekannter 
Hülfssatz zur Anwendung, von dem der vorstehende nur einige 
Punkte enthält; diese Stelle scheint angemessen zur Einführung 
des Hülfssatzes: ft) 



*) 8. 374. 

**) Bd. II, 8.254. 

***) Crelle, Journal f. Math. Bd. I: Ueber Gaus« neue Methode, die 
Werthe der Integrale naherungsweise zu finden, 8. 306. 

f) Crelle, Journal f. Math. Bd. XVII, S.41. 

Der erste strenge Beweis dieses Satzes ist von Dirichlet im lV ,en Bande 
des Cr eile' sehen Journals S. 167 — 169 gegeben; besonders tu empfehlen für das 
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„Bezeichnet f((p) eine zwischen tp = 0 und tp = 2* willkürlich 
„gegebene einwerthige Function, die immer endlich bleibt, so lässt 
„sich f(fp) in eine trigonometrische Reihe 

f((p) = \b 0 -f-6 t cosy-f 6 t cos2qp-f etc « 
-f a, sin </>-fa t sin2g>+ etc. 
„entwickeln, deren Coefficienten a und 6 durch die Gleichungen 



fi 



1 

iT*/ ßinroqp d<p 



1 r in 

b m = — / /"(qp) cosmqp rfrp 



„bestimmt sind." [Ist die Function f(<p) an einer Stelle unstetig, 
so stellt an dieser die Reihe nicht f(q>) dar, sondern das arith- 
metische Mittel aus den zwei dieser Stelle angehörigen Ordinaten, 
die man mit f(q>+0) und f(q> — 0) bezeichnen kann, indem man 
unter diesen Zeichen die Grenzen von f(<p+*) und f(tp — i) für 
abnehmende Werthe der positiven Grösse * versteht.] 

Hier reicht der vorerwähnte einfachere Satz aus; es tritt aber 
der Umstand ein, dass f(g>) nicht im ganzen Intervalle von 0 bis n 
durch ein und dieselbe Form gegeben ist, sondern von 0 bis zu 
einer gewissen Grösse 0 durch einen Ausdruck F(*p), von 0 bis n 
durch einen anderen Ausdruck G((p). Um die Coefficienten a und 
6 zu bestimmen, wird man dann am bequemsten die Integrale, 
welche die Coefficienten ausdrücken, in zwei zerlegen, das eine von 
0 bis 0, das andere von 0 bis rr, und ftlr f in dem einen die 
Function F, in dem andern G setzen, je nachdem f der eine oder 
andere Werth zukommt. Dadurch ergiebt sich 

na m =zj F (<p) sin mq> dg) G(q>) sin mxpdcp 

F (q>) cos mq> dg> + / G(g>) cos m<pdq>. 
Mit diesen Hülfsmitteln versehen, denke man sich, es sei ge- 



Studium desselben ist die »weite Ausarbeitung von Diricblet in Dove's 
Repertorium Bd. I, Berlin 1837, S. 152—174, in welcher die Sätze über bestimmte 
Integrale, auf welche sieb der Beweis stützt, einfach und mit gewohnter Strenge 



Digitized by Google 



26 I. Theil. Erstes K»pitel. §. 10 ; 8, 

stattet, die Gleichung (1) 

1 ^Ta" P"(cos0) 

) / l-2acoaV + a t 

auf den Fall anzuwenden, dass jtf(a)ssl, und setze a = e'?. Dann 
zerfällt die rechte Seite in einen reellen Theil 

P° (cos 0) + cos y P 1 (cos 0) + cos 2<p P* (cos 0) -f etc. 
und einen imaginären, der, durch Division von t befreit, die Sinus- 
reihe 

sin <p P» (cos 0) + sin 2<p P* (cos 0) -f sin 3 tp P 3 (cos 0) + etc. 
giebt. Zerfallt man die linke Seite gleichfalls in ihren reellen 
Theil R und den imaginären iS, so ist R gleich der oberen, der 
Cosinusreihe, S gleich der Sinusreihe zu setzen. Nun wird für 
a = e'V 

1—2« cos0 + a* = 2e'V(cosr/) — cos0), 
und co8(p — CO8 0 ist positiv, wenn <p < 0 (man denke sich 
O^.0<;r), sonst negativ. Daher hat man 

cosfr _ ^ »iafr 
y2(cos<p — co9 0) y2(cosy — cos0) 

Ä= smfr_ ( s= cos fr 

y 2 (cos 0 — cos q>) } 2 (cos 6 — cos 

Es entstehen also die beiden Dirichl et'schen Formen für P": 

(7) ... P"(cos0) = 

2 f ö cos-frycosMy ^ 2 f n sin^cos/Kp ^ 

^(cosqp — cos0) V2(cos0 — cosy) 

(8) ... P w (cos0) = 

2 • sinlysini^ + 2 > - cos^sinny__ 
y2(cos<p— cob0) n J ^(costf — cos 95) 

in deren erster, wie die vorausgeschickten Sätze über Bestimmung 
von Coefficienten trigonometrischer Reihen zeigen, für n = 0 die 
Hälfte der rechten Seite zu nehmen ist, während die zweite (8) 
für n = 0 überhaupt nicht gilt, da die Sinusreihe kein Glied P° 
enthält, sondern erst mit sin <y>P' beginnt. 

Es ist nothwendig, die Gleichungen (7) und (8) zu verificiren, 
da sie unter der nicht erwiesenen Annahme entstanden sind, dass 
die Gleichung (1) noch für a = e'V anwendbar bleibt. Dazu wer- 
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den die rechten Seiten mit o" multiplicirt, wo a eine hinlänglich 
kleine Grösse vorstellt; es zeigt sich dann, dass diese Producte 
eine eonvergentc Reihe bilden, und dass die Summe der Reihe 
genau (1 — 2a cos 0+ giebt, wenn man (7), dasselbe weniger 1 
wenn man (8) benutzt hat. Da der gleiche Ausdruck nach (1) bei 
Beiner Entwicklung nach Potenzen von a, als Coefficient von a" 
grade P* giebt, so ist hierdurch erwiesen, dass I*" durch (7) und 
(8) ausgedrückt wird. 

Um diese Andeutungen weiter auszuführen, setze man das 
erste Integral in (7) gleich H„, das zweite, welches später auftritt 
gleich K n . Es ist also 

ß _ 2 r e cos^fpcoanq) 
" ~~ * /2(cosgp — cos0) 

und diese Grösse wird kleiner als 1. Denn da cosw<jp<l und 
cos^y positiv bleibt, so entsteht 



# < JL cos 4 y rff P 

^ ysin*£0 — sin*^ 



oder nach der Substitution »in \rp = ssin^ 0: 



d. h. <C 1. Daher ist die Reihe 2a n H* über alle w summirt con- 
▼ergent, sobald « < 1 genommen wird, und ihre Summe gleich 

co%\(pdq> 



1 



(± + a cos y -f «' cos 2g> + etc.), 



^ V2 (cos^p — cos 0) 
oder nach Ausführung der Summation des einfachen nach Potenzen 
von a geordneten Ausdruckes 

1 — q* /* ö eos^qp dq> 

n J j/2(cosy — CO80) ' 1 — 2acosp + « t 

Die Integration lässt sich ausfuhren, wenn man für <p den Win- 
kel tf) durch die Substitution 

sin^y = sin£0sinty/ 
einführt; dann wird der Ausdruck gleich 

1 — c* rfy 

n J (1 — aj'cos'v;-!-^— 2acos0+a t )sin , V 
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oder endlich gleich 

1+a 



— 2aco80+a* 

Nachdem nun die Summe 2a*H n ausgeführt ist, laset £a m K m 
ohne Wiederholung der Rechnung bestimmen, indem sich K n durch 
die Substitution *-</> für <p in 

2.(— l)" C08 j<jpC08»(f 

*f |/2 (coso; — cos(« — 0)) 

verwandelt. Es wird also 2a m K», gleich 

2 . f 1 - 9 cosiqpcoswjpdy 

51 J y2(cosy — cos(« — 6)) 

aus Sa n H u durch gleichzeitige Vertauschung von er und 0 mit — et 

und *i—0 gewonnen, daher gleich 

j/l^acostf+a«' 
also, wie zu beweisen war 

mbU yl — 2ocos0 + a Ä 

Um auch die Formel (8) zu verificiren, multiplicire man die 
rechte Seite wiederum mit a", und suramire nach n von 1 bis oo, 
schliesse also den Werth n = 0 aus , tur den die Gleichung nicht 
zu beweisen ist. Man zeigt wie oben, dass die Reihe convergirt 
wenn a < 1, und betrachtet gesondert den Theil, welcher das erste 
Glied in (8) zur Summe liefert und den, welcher vom zweiten her- 
stammt. Der erste ist 

— — f . ain 7 y rfg ( ttR ; n y^. tt 'Rin2<i)-f tt 3 sin3fl)-f etc.) 

^(co^-costf) V ^ ^ 

oder, wenn die Sinusreihe summirt, und der Werth 

er sin o; sin 4 9) 
1 — 2acosop4-a* 

durch 

(1 — a)*cosJo; 
' COS ^-* l-2acosy+a' 
ersetzt wird, gleich 



--f-T- 

nJ i/5 



cos^yiiy , (1 — a ) 

"T"1 



|/2(coscjp — cos0) * — 2aco8 0-ha , * 
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» > 

in dieser Formel kann man noch 

cos Jqp d(f 
^(cosy — cos0) 

mit seinem Werthe — \ (s. ob.) vertauschen. 

Der zweite Theil folgt aus dem ersten, ähnlich wie bei Be- 
trachtung von (7), durch gleichzeitige Vertauschung von a und 0 
mit — a und n — 0, wird also 

14-a 
yi-2acosö+ö» 

Durch Addition beider Theile und Hinzuftlgung von P°(cos0) = 1 
entsteht endlich die Summe 

1 

Es ist sonach genau bewiesen, dass (7) und (8), mit den oben an- 
gegebenen Beschränkungen für n = 0, P M (cosß) wirklich darstellen. 

§. 11. In der Einleitung zeigte sich, dass P*(x) die Lösung 
einer Differentialgleichung sei, auf welche man einfach ge- 
führt wurde, wenn man den von Laplace zuerst gewählten Weg 
einschlug. Nach dem hier gewählten Gange ist die folgende Art, 
jene Gleichung mit Legendre*) abzuleiten zweckmässiger. 

Mit der Bezeichnung des §. 3 findet man durch directes Dif- 
ferentiiren 



Bx % — ' Sa 
Hieraua ergiebt sich 

ox da 

und durch Subtraction die Differentialgleichung von T 



*) Bzercicee T. II, pag. 257, No. 138. 
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Setzt man für T die Reihe £a*P n (x), und bemerkt, dass :t 

0ÖV+ 1 

dass die linke Seite der Differentialgleichung demnach wieder eine 
nach Potenzen von a geordnete Reihe wird, die nur dann ver- 
schwinden kann, wenn jedes Glied für sich verschwindet: so findet 
man, indem das « te Glied Null gesetzt wird, die Differentialglei- 
chung der Kugelfunction 

(9) ... (l-x')^g^-2xi^+»(»+l)r( a: ) = 0. 

Diese Differentialgleichung zweiter Ordnung lüsst sich vollständig 
integriren, sobald zwei verschiedene particuläre Lösungen gegeben 
sind: ist eine von diesen eine ganze Function von x, nicht aber 
die andere, so muss die erste bis auf einen constanten Factor mit 
P n (x) übereinstimmen. 

Hier sieht man auch (§.9), dass die Wurzeln der Glei- 
chung P" = 0 8ämmtlich verschieden sind. Denn hätte P 9 
gleiche Wurzeln x = a, wo a nicht 1 sein kann (§.3), so würde 

dP H 

für a? = a nicht nur P" verschwinden, sondern auch -g^-, und 

nach (9) auch Differentiirt man (9) noch mehrere Male, so 

entsteht immer eine lineare Beziehung zwischen P* und seinen 
Differentialquotienten, die daher alle für xesa verschwinden müss- 
ten. Es wäre also P n bis auf einen constanten Factor {x — er)", 
was nicht der Fall ist. 

An merk. Setzt man für x einen Ausdruck, wie er §. I durch 
cosy bezeichnet wurde, nämlich 

x = acos0+68in0cc^i//+c3in0sinty> 

wo o*-f 6*-f c* = 1, so lässt sich zeigen, dass P"(x) der partiellen 
Differentialgleichung (6) des §. 2 genügt. Man vergl. im zweiten 
Theile §. 66. 

§. 12. Die gefundene Differentialgleichung (9) tritt bei vielen 
Untersuchungen auf, und nimmt durch Einführung neuer Ver- 
änderlichen Formen an, in denen man ihre ursprüngliche Gestalt 
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nicht sofort erkennt. Es sollen deshalb die am häufigsten vor- 
kommenden Transformationen hier zusammengestellt werden. 

Die ursprüngliche Gestalt der Gleichung, von welcher eine 
Lösung z = P" (x) ist, war nach §.11 

F)*Z r)x 

(a)... (l- a ,')H__ 2a! -g-+»(«+l) S = 0; 
ohne weitere Substitutionen lüsst sie sich offenbar in 

ö(d-x«)|i) 

(6)... dx 0X +«(»+l)» = 0 

umgestalten. Durch die »Substitution ar = co8 0 geht (a) in 

d'z dz 

(c) gg?+cotangd--gg"f*i(ii+l)» = 0 

oder auch in 

a ( 8inö öf) 
(<*)... + »(w+l)3in(?.a = 0 

über, in welcher Gestalt sie bereits §. 2, 6 auftrat. Wird für x 
eine Grösse (> durch die Gleichung o t -f-o? t = l eingeführt, so entsteht 

(«)... p( ? -l«)0+(2 e «-l)-g--»(»+l) ?l = O. 

Wie (6) aus (a) oder (d) aus (c), so folgt aus (e) 

ö(e^g) 

(/•)... og -n(n+l) e » = 0, 

die Form, welche bei Lame**) vorkommt, auf deren Zusammen- 
hang mit (a) der Verfasser **) hinwies. Endlich gestalte man 
noch (a) durch die Substitution um, welche schon §.4 erwähnt 
war und die von grosser Bedeutung sein wird, nämlich durch 

und findet dann 

(ff) ... |'(l-S«)0-2| , g-»(»+l)(l-|')* = O. 



*) Liouyille, Journal de Mathematique« , Tom. IV: Sur l'tSquiübre des 
temperature* dans les corps solides homogenes de forme ellipsoidale , concernant 
particulierement les ellipsoides de rdvolution p. 361. 

**) Dissertatio inauguralis: De aequationibus nonnullis differentialibus, 
Berolini 1842 und Crelle, J. f. Math. Bd. XXVI : Ueber einige Aufgaben, welche 
auf partielle Differentialgleichungen fähren, S. 200. 
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Zweites Kapitel. 

Entwicklung nach Kugelf unctionen. 

§. 13. Die Differentialgleichung der Kugelfunctionen (9) wird 
in dem folgenden Kapitel vollständig integrirt; in dem gegen- 
wärtigen sollen einige Entwickelungen von Functionen einer Ver- 
änderlichen nach den P ausgeführt werden. In der Abhandlung, 
welcher der Ausdruck von P durch die Integrale (7) und (8) ent- 
nommen wurde, beweist Dirichlet einen allgemeinen Satz, den 
man im zweiten Theile im 5ten Kapitel finden wird, und der eine 
wichtige Vervollständigung dieses Kapitels giebt, aus welchem folgt, 
das» jede Function f(x), die zwischen x = — 1 und x = 1 endlich 
bleibt, in eine nach Kugelfunctionen fortschreitende Reihe 
(10)... f(x) = A 9 P 9 (x)+A l P l (x)+A t P*(x)+ etc. 
entwickelt werden kann, in der die A von x unabhängige Constante 
bezeichnen. Dies allgemeine Resultat wird hier nur erwähnt, soll 
aber weil es an dieser Stelle noch nicht bewiesen ist, hier keine 
Anwendung finden. 

§. 14. Lässt sich eine Function f(x) durch (10) darstellen, so 
kann man jedes Mal die Coefficienten A durch ein Integral bestim- 
men; indem dieses hier gezeigt wird, stellt sich zugleich heraus, 
dass eine solche Entwickelung, wenn sie Uberhaupt möglich ist, 
nur auf eine Art geschehen kann. Es ist dazu der Beweis des 
Hülfsatzes erforderlich, dass 

. f l F(x)P*{x)dx 

verschwindet, wenn m und n verschieden sind, dass dies Integral 

gleich ~ — — wird, wenn m = n. Den Kern dieses Satzes in noch 

allgemeinerer Gestalt hat Laplace*) bewiesen; gerade in dieser 
Gestalt ist der Satz von Legend re nachgewiesen**) und zwar 
zuerst für gerade Indices m und n, später für beliebige Indices. 



*) Memoiren der Pariser Akademie v. Jahre 1782 8. 168. 
••) Memoiren von 1784 8.373 nnd von 1789 8.884. 
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La place bedient sich zum Beweise einer seitdem bei Diffe- 



rentialgleichungen häufig angewandten Methode, indem er durch 
Multiplication von (9) in der Form (6) des §.12 mit P m (x) und 
Integration nach x von —1 bis 1 erhält 

-1 -1 

Integrirt man rechts durch Theile, und wendet, wie es bei ähn- 
licher Gelegenheit häufig geschieht, die Bezeichnung [vO^lt m> 
um damit die Differenz y>(b)—ifr(a) auszudrücken, so verwandelt 
sich die rechte Seite der vorigen Gleichung in 

-1 

Der von der Integration freie Theil verschwindet für a? = il; 
das Integral geht durch Wiederholung der Operation in 

-['<'-«'>£XtA"^(«--->£->. 

also in das letzte Integral allein über, weil der Theil, welcher vor 
dem Integrale steht, wiederum verschwindet. Da ferner P m der 
Differentialgleichung 

äk (1 -*'>f')=-'»<'»+ 1 ) p " 

genügt, so wird endlich 

n(n+l)f l p m P n dx = m(m+\)f l p M P n dx 
-i -i 

d. h. das Integral selbst gleich 0, wenn m und n verschieden sind. 

Legen dre beweist seine Resultate an der zweiten Stelle, in- 
dem er von 

« 

dx 



... r— 



ausgeht. Da 

Heine, Handbuch tl. Kugelfunctionen. 3 
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so ist (a), wenn wirklich 

J %l p m P n dx = 0 

und nur dann, von q unabhängig und der Factor von r 7 " in der 
Entwickelung von (a) wird gleich 

f\p\x)ydx 

-1 

sein müssen. Dies 2eigt sich in der That, indem (a) ausgeführt 

— logii^ also 
r ö 1— r 

giebt. Da aber bereits der erste Theil des Satzes, welcher sich 
auf verschiedene Indices m und n bezieht, erwiesen ist, bo kann 
man um eine einfachere Rechnung zu haben statt (a) den ein- 
facheren Ausdruck (q = 1 gesetzt) 

benutzen, der gleich —log i«t. Andrerseits wird er 

f\2r»P n (x))' dx 
-i 

also gleich der Doppelsumme nach m und n von 0 bis oo: 

2r~+»J~ l p m (x) p n ( x ) dx. 

Da die Glieder verschwinden, in denen m und n verschieden sind, 
so reducirt sich die Doppelsumme auf die einfache 

2r*»f\p n (x)ydx 
-i 

welche gleich 

22 

2n+l 

sein muss, so dass schliesslich 



gefunden wird. 
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§.15. Die wirkliche Bestimmung der Coefficienten A 
in (10) erfolgt nun auf eine Art, welche ganz analog der bekannten 
Methode ist, welche bei der ähnlichen Aufgabe angewandt wird, 
die sich auf trigonometrische Reihen bezieht. Multiplicirt man 
nämlich, um A n zu finden, die Gleichung (10) mit P n (x), und in- 
tegrirt nach x auf beiden Seiten von — 1 bis 1, so entsteht nach 
Anwendung der beiden Resultate des vorigen Abschnittes 

(11)... A. = *?±±f l f( x )P'(x)dx. 

* Wäre f(x) noch auf eine zweite Art in eine nach Kugel- 
functionen fortschreitende Reihe 

f(x) = B 0 P°(x)+B i P l (x) + B i P*(x)+ etc. 
entwickelt, so dass 

2A tt P*(x) = SB n P m (x) 
ist, so giebt dasselbe Verfahren der Multiplication durch P"(x) und 
der Integration nach x von — 1 bis 1, A n = B a , also den Satz, das9 
eine Function nur auf eine Art nach Kugelfunctionen entwickel- 
bar ist. 

Man zieht endlich hieraus den Zusatz, dass alle A verschwin- 
den müssen, wenn für alle x von —1 bis 1 

A 0 P° (x) + A t P l (x) + A t P*(x) + etc. 
Null wird; denn eine Entwickelung von 0, mit der die vor- 
stehende übereinstimmen muss, ist O.P°-f-O.P , -|-etc. 

Man wird hieraus hinlänglich erkannt haben, wie die Coeffi- 
cienten -Bestimmung und der Beweis von der Einheit der Ent- 
wickelung sich aus dem Satze über das Integral im §.14 ergiebt; 
an mehreren folgenden Stellen kann man ähnliche Sätze für all- 
gemeinere Entwickelungen mit Hülfe eines ganz entsprechenden 
Satzes über ein Integral herleiten. An jenen Orten wird es 
nun erlaubt sein, ohne die Schlüsse dieses Paragraphen 
zu wiederholen, sogleich die ähnlichen Folgerungen zu 
ziehen. 

Anmerk. Zur Ermittelung des Werthes von f P m P 9 dx kann 

man sich auch der Formel (3) bedienen, durch welche das In- 

3* 
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tegral in 

i n l)» d*(x x —\y 

2 m +«ri(m)JI(n)J dx™ dx n ' 

— i 

übergeht. Eine «fache Integration durch Theile verwandelt diesen 
Ausdruck wenn n^w in 

(-l)»JI(2ft) n f- n (x t -\) m , 

2 m +*n{m)II(n)J dx™-» ' 

indem (x*— l) m die Wurzeln +1, rofach enthält, also seine m— 1 
ersten Differentialquotienten für x = +l verschwinden. War ro>» 
so giebt die Integration sofort 0; war m = n, so hat man 

2^n(n)n(n)J i K ' II(n)II(n)J y } 2»+l 

§. 16. Da eine grosse Anzahl wichtiger Functionen in Reihen- 
form nach aufsteigenden Potenzen von x entwickelt vorkommt, so 
wird man diese (M. vergl. §. 17 und 19), abgesehen von der Conver- 
genz, nach Kugelfunctionen ordnen können, wenn man im Stande 
ist, jede ganze Potenz von x z. B. x* in die Form der 
Reihe (10) zu bringen. 

Zunächst lässt sich zeigen, dass es möglich ist x* nach Kugel- 
functionen zu entwickeln ; denn nach (2) lässt sich x* linear durch 
P"(x), x*~ 2 , £P"~ 4 , etc. ausdrücken, x n ~ 2 wieder durch P n ~ 2 (x), 
x n '\ etc., also endlich x n linear durch P", P"~ 2 , P"~ 4 , etc. bis P* 
und x, oder bis P* und a: 0 . Bemerkt man, dass x = P 1 , 1 = P°, 
so folgt aus dieser Betrachtung, dass es erlaubt ist 

x* = A n P n (x)+A m - 2 P*- 2 (x)+A n -*P H -*(x)+ etc. 
zu setzen. Nach (11) ist dann 

wenn m der Reihe nach die positiven Zahlen n, » — 2, ft — 4 etc. 
vorstellt. 

Der Werth dieses Integrals lässt sich ermitteln, selbst 
wenn nicht, wie hier, n eine ganze Zahl bedeutet; es darf bei den 
zunächst folgenden Rechnungen n eine beliebige gebrochene Zahl 
vorstellen, auch negativ sein, muss in letzterem Falle aber •< 1 ge- 
nommen werden, wenn m gerade, < 2, wenn m ungerade ist. Das 
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so verallgemeinerte Integral betrachten wir zuerst, und gehen dann 
zur Entwickelung der ganzen Potenz x H , deren Möglichkeit allein 
untersucht war, zurück. 

Es ist klar, dassi4 m für ein ganzes n verschwindet, wenn »<m. 
In diesem Falle würde nämlich die Entwickelung von x n nach Ku- 
gclfunctioncn, deren Form man schon kennt, kein P m enthalten, 
also die ganze Reihe für x* nach Multiplication durch P m und In- 
tegration in Bezug auf x zwischen —1 und +1 verschwinden. Hier- 
aus folgt, dass auch 

f l x»P m (x)dx 
u 

verschwindet, wenn n ganz, n <. m, m — n eine gerade Zahl ist; in 
diesem Falle enthält nämlich x"P m nur gerade Potenzen von x, das 
Integral zwischen 0 und 1 ist also die Hälfte desselben zwischen 
— 1 und 1. 

Hier erhält man gelegentlich den Satz, dass 

J % \fj{x)P m (x)dx 

verschwindet, wenn if>(x) eine ganze Function von x von 
geringerem als dem m ien Grade vorstellt. 

Die Function P m (x) hat die Form 

P m (x) = a x m +ßx m - 2 -f y x m ~*+ etc., 
wenn or, ß, y, etc. gewisse bekannte Zahlcoefficicnten bezeichnen, 
deren Werth man aus (2) ersehen kann; es ergiebt sich daher, 
wenn n beliebig bleibt, und nur den oben angegebenen Bedingun- 
gen unterworfen ist, (wenn es negativ genommen werden soll), 

f l x»P m (x) dx = — r~~~7T + —T—T + i 7 + etc. 

Die rechte Seite, auf gleiche Benennung gebracht, verschafft einen 
Zähler der nach n eine ganze Function ist, und zwar je nachdem 

m gerade oder ungerade ist vom Grade oder m ~ 1 , der ferner 

für n = m— 2, ro— 4, etc. 2, 0 im ersten Falle, im zweiten für 
n = m—2, m— 4, etc. 3, 1 verschwindet. Das Integral ist also 
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resp. gleich 

, n(n— 2)(n— 4). .. (w — ro + 2) . , . 

*ÖH -» + l)(» + »-l ) ...( W+ l ) C» ge«de) 

(n-l)(«-3>...(n-»» + 2) 
* („+ TO +l)(» + at -l)...(» + 2) <* «»Serade), 

wo k eine Constante nach n bezeichnet. Da für w = oo und ein 
endliches m 

d. h. gleich P m (l) = 1 wird, so ist k = 1, und man findet 
/Vi>-(x) dx = ^ n( "-f ) "- ( "-'" + '» „ , (» gerade) 

= (^ ^ +m _ 1) .., (w + 2) (^gerade). 

Kehren wir zu unserer Entwickelung zurück, so handelt es 
sich hier um den Fall eines ganzen n, und eines m y welches so 
beschaffen ist, dass n—m nicht negativ und gerade ist. Multiplicirt 
man in diesem Falle die erste Formel im Zähler und Nenner durch 
1 .3.5...(n— 1) und 2.4.6...(h— m) die zweite durch 1.3.5...H und 
2.4.6...(ra— ro), so entsteht 

(12) ... A m =(2m+1) Hn 



2.4...(w— m)1.3.5...(n-r-mH-l) 
Die Entwickelung von x n wird daher 



x* = 



iT " (<2« + l)P>) + (2»-3)<H^ />"-*(*) 

+ (2B - 7) ^+^»-l) f .-« (j) + ctc ,). 

Diese Untersuchungen rühren von Legendre*) her, der zuerst -4» 
für gerade m, in den späteren Arbeiten für alle ganze m und be- 
liebige ?i, natürlich mit den hier gemachten Beschränkungen, ohne 
die das Integral seine Bedeutung verlieren würde, ableitet. 

§. 17. Ein Beispiel von der Art, wie der Ausdruck des 
§. 16 für x* angewandt werden kann, um eine gegebene Potenz- 
reihe nach Kugelfunctionen zu entwickeln, bietet die Function 

1 1 x x* 
= — r-i+ t +etc. 



1.3.5...(2ft+l) 



*) Memoiren von 1784 8. 373 und Exercices Tom. II, S. 252. 
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dar, die convergirt, so lange x <C y. Werden die Potenzen von x 
nach der erwähnten Formel in Kugelfunctionen umgesetzt, und alle 
Glieder gesammelt, welche dasselbe P enthalten, so entsteht eine 
Reihe von der verlangten Art. Zu dem Gliedc, welches P n (x) 

enthält, tragen die Glieder der ursprünglichen Reihe — — l} etc. 

bei, nämlich resp. 

(U+l)nin) , (2»+l)JI(» + 2) 

1.3.5...(2»+1) ? ' 2.1.3...(2n+3) 9 ' eu "> 
setzt man also 



(2w— 1)V 1 2 (2»+ 3) 
(n+l)(» + 2)(fi + 3)(ft + 4) _ 



n— 5 



2.4(2»4-3)(2» + 5) 

so wird 



+ etc.) 



(14) . . . jl-j = £ u (2n+l)P'(x)Q" (y). 



Die vorstehende Entwickelung, welche vom Verfasser *) mitgetheilt 
wurde, gilt nicht wie die Potenzreihe immer wenn x<.y; es ist 
sicher ausserdem erforderlich, dass y grösser als 1 sei. Vorläufig 
wird man einsehen, dass die Entwickelung nicht mehr nothwendig 
unter den früheren Bedingungen gilt, indem die Glieder der ur- 
sprünglichen Reihe verschoben und vertheilt wurden, um die neue 
zu verschaffen, so wie, dass die Reihe Q n nur convergirt, wenn 
y > 1 ist; an einer anderen Stelle soll die Convergenz und der 
Werth der Reihe (14) für reelle und imaginäre y genau untersucht 
werden (§. 41). 

Für y=l erhält (13) schon einen unendlichen Werth, wie 
man aus den allgemeinen Untersuchungen von Gauss**) über die 
hypergeometrische Reihe weiss. Gauss setzt nämlich die Reihe 

l.y 1.2. 7(7+1) 



*) Crelle, Journal f. 11. Bd. XLII: Theorie der Anziehung eines Eilipsoida 
8.72. Es scheint zweckmässig, (2n + l)Q n zu nennen, was dort Q n hiess. 

**) ßoeietatis regiae scientiarum Gottingensis commentationes Tom. II. cUssis 
mathematicae ad a. 1812: Disquisitiones generales circa Seriem inünitam 

aß 

1+T-^ + ete. 
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gleich ¥(a, ß, y, x) und zeigt (Sectio tertia) 

a) dass für x = 1 die Glieder in's Unendliche zunehmen, wenn 
a+ß— y— 1 positiv ist, 

6) dass sie zu einer endlichen Grenze convergiren, wenn 
a + ß-y-l=0, 

c) dass sie zu Null convergiren, wenn a-\-ß—y—l negativ ist, 

d) dass die Summe der Reihe (für x = 1) immer und nur 
endlich wird, wenn a + ß—y negativ ist. 

Man kann an dieser Stelle mit Gauss (No. 17) bemerken, 
dass die Reihe (1 — x)S für x = 1 verschwindet, wenn S eine 
solche Reihe 

S = a 0 -f a^+a^'-f etc. 
bezeichnet, deren Glieder a mit wachsender Entfernung vom An- 
fange zu Null convergiren (a x =0). Es ist nämlich (1 — x)S die 
Reihe 

a 0 + x (a t — a 0 ) + a^a, — a, ) + etc. ; 
Die Summe der ersten «Glieder, d. h. bis x n (a n — a„_i) incl. wird 
für x = 1 

«o + K — « u ) + («, — «i ) • • - + K — > 

d. h. a n , nimmt also mit wachsendem ti zu Null ab. 

Um diese Resultate auf Q n anzuwenden, ziehe man in (13) 
auf der rechten Seite y~ " _1 heraus, und findet für die Reihe, welche 
dann in der Parenthese bleibt, den Ausdruck 

(n+1 n+2 2k + 3 v 
*\~> T"' 2 ' y J> 
der für y = l unendlich wird, weil a+ß—y gleich 0 ist; (l—y*)Q*(y) 
oder (1— y)Q*(y) muss aber für y= 1 verschwinden. 

§. 18. Eine nur oberflächliche Vcrgleichuug von P in der 
Form (2) mit Q zeigt, dass abgesehen von den constanten Facto- 
ren, welche in die ganzen Reihen multiplicirt sind, P n (x) in Q*{x) 
durch Vertauschung von n mit — (w-f 1) übergeht. Dieselbe Ver- 
tauschung lässt aber die Differentialgleichung (9) ungeändert, so 
dass zu vermuthen steht, es werde auch Q*(x) eine particuläre Lö- 
sung von (9) sein, die dann von P n (x) verschieden ist, weil Q für 
x = oo verschwindet, und P unendlich wird (§. 11). 
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Um dio vermuthete Beziehung zwischen P und Q zu beweisen, 
setze man 




und findet 



seinen Werth — n(n+l)P*(x), so giebt die Gleichung für V 

T(2«+1)P>)[|-((1^^ = 0, 

und nach dem Zusätze des §. 15 das Resultat, dass der Factor 
von (2n-\-l)P*(x) für sich verschwindet, d. h. dass Q*(x) wirklich 
der Differentialgleichung (9) genügt. 

Die hier eingeführten Functionen Q sollen, wegen ihrer Ver- 
wandtschaft mit den P, Kugelfunctionen zweiter Art heissen. 
Hier sind sie durch (14), also nur für den Fall definirt, dass ihre 
Veränderliche grösser als 1 ist; im folgenden Kapitel wird ihre 
Definition verallgemeinert werden, so dass sie noch für kleinere 
Werthe der Veränderlichen eine Bedeutung behalten. 

Die Kugelfunctionen zweiter Art treten zuerst bei Gauss*) 
in Gestalt hypergeometrischcr Reihen auf, und spielen dort eine 

x-\- 1 

Rolle als Reste bei der Kettenbruch -Entwickelung von log 

X X. 

(M. vergl. hierüber das sechste Kapitel); als particuläre Lösung 
von der Differentialgleichung (9) der P in Arbeiten des Verfassers **). 
Ueber andere Formen wird man später das Nähere finden. 

§. 19. Zu den Betrachtungen des §. 16 zurückkehrend, ist 
man jetzt im Stande, abgesehen von etwaiger Divergenz, dio Ent- 
wickelung einer beliebigen Function f(x) y die nach auf- 

*) Commentationes Gottingenses Tom. III: Methodus nova intogralium valores 
per approximationem inveniendi, No. 18. 

**) Dissertation und Crelle J. f. M. Bd. XXVI, §.2. 



B f /t tx dV\ B( tA tx dV\ 



Eutwickelt man nun durch (14), V in eine Reihe, und setzt nach 
§. 12, 6 für 
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steigenden Potenzen von x geordnet ist, nach den P vor- 
zunehmen. Ist nämlich 

f(x) = a 0 -f a,x-f a t x*-\- etc. 
eine gegebene Function von x, so setze man, indem man sich die a 
gegeben denkt, nach §. 16 sämmtliche Potenzen von x in Kugel- 
funetionen um, und findet 



wo zur Abkürzung gesetzt wird 



c _ 1.2.3... n / (n+l)(n+2) 

" 1.3.5...(2n~ 1)\ *~ t 2(2»-f 3) 071+2 

, („+l)(„ + 2)(tt+3) (n + 4) _ \ 
+ 2 . 4 (2« + 3)(2»+5)" a " +4 + etc '> 

War z. B. ä m =s-^j, so entsteht die Reihe (13); war f(x) gleich 
e*y, also 

a,, ~ Tu' 

so wird 

c _jT ^ , , , pf \ 

" 1 . 3 . . . (2» - 1 ) V . T 2 (2it + 3) 2 . 4 (2 w + 3) (2ft + 5) 1 V * 

Für f(x) = (y-f-a;) m , wo 

m(m — 1 ) . . . (m — n -f 1) 
a„ = — — ' — - y m ~ n , 

1.2.3... w. 

findet man 

_m(m-l)...(m-n+l) — / ( w _ w ) (?yt _ n -i) x 
C "- 1.3.5...(2/»-l) * V 1+ 2^+3) * + etc '> 
Die Entwickelungen dieses Paragraphen hat Bauer*) zuerst 
veröffentlicht. War f(x) eine hypergeometrische Reihe, so werden 
im Allgemeinen die Coefficienten C ähnliche Reihen höherer Ord- 
nung, die sich in besonderen Fällen, z. B. wenn die Elemente a, ft, y 
der gegebenen hypergeometrischen Reihe ganze Zahlen oder unend- 
lich werden, auf einfachere reduciren. Dasselbe tritt auch zuwei- 

i 

len ein, wenn a, ß, y einen Buchstaben enthalten, der eine bestimmte 
ganze Zahl vorstellt: in solchen Fällen kommt es vor, dass ein 



*) Borchardt, Journal f. M. Bd.LVIi Von den Coefficienten der Reihen 
Ton Kugelfunctionen einer Variablen. S. 118. 
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Coefficient C, der mit diesem Buchstaben zusammenhängt, sich 
sentlich vereinfacht. Ein Beispiel hierfür bietet die Entwicklung 
von f(x) = (1-|-Äa; , )'" y dar, welche für ein ungerades n offenbar 
C = 0 giebt, für d* einen Werth, welcher aus dem Producte von 

v(v+l)...(v+n— 1) 1.2.3... (2n) 
' 1.2.3... n *1.3.5...(4n— 1) 

und der allgemeineren hypergeometrischen Reihe 

(2n+l)(2n+2)(v+n) 
2 . (4n+3)(w+l) 

(2fj+l)(2n + 2)(2ji+3)(2ii+4)(y+it)(»+it+l) t 
+ 2 . 4 (4w+3)(4» + 5)(»+l)(n + 2) 

besteht vereinfacht sich nur wesentlich, wenn man v = n-f- \ 
macht, und zwar wird es dann gleich 



d.h. «£±£±iül. 

2n+l 



Diese Grösse ist also der Coefficient von P n (x) in der Entwicke- 
hing von (l+kx*)~*~$ nach Kugelfunctionen ; für dieselbe hat man 
nach §. 15 einen Ausdruck von anderer Form, nämlich 

4w+l n P ,H (x)dx 

2 ^ (l+kx*)***' 

und findet so die Gleichung, welche Legendre*) an verschiede- 
nen Stellen bewiesen hat 

f l P ln (x)dx _ 2 

(l+krT** 2w+1 + 
Herr Bauer zeigt am angef. Orte, dass in einigen Fällen 
die gefundenen Reihen für C n durch Zähler und Nenner von ge- 
wissen Kettenbrüchen dargestellt werden können ; es sind dies aber 
ganz besondere Fälle, die erst durch allgemeinere Betrachtungen 
in das rechte Licht treten, und sich dann als Resultate erweisen, 



*) Zuerst in den Sarins dtrangers Tome X, 8.426, übersichtlicher in den 
Memoiren ▼on 1784, S. 377. 
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welche UnterBuchungen über die hypergeometrische Reihe ange- 
hören. Da» Nähere findet sich in den Arbeiten des Verfassers*). 

Reihen, welche nach Potenzen von y absteigen, entwickelt 
man in ähnlicher Art nach den Q, indem man, nach Anleitung der 
früheren Paragraphen, versucht, die Potenz y""' 1 durch eine nach 
den Q geordnete Reihe darzustellen. Man findet dieselbe durch 
n malige Differentiation von (14) nach x, wenn dann x = 0 gesetzt 
wird. Hierdurch entsteht 

wenn rechts nach der Differentiation x = 0 gesetzt wird. Nun ist 
d*F*(x) 

aber — ^ — gleich 0, wenn w>wi, da P m eine ganze Function 

vom w ten Grade ist; derselbe Differentialquotient verschwindet fer- 
ner für x = 0 , wenn m — n ungerade wird. Um ihn in den an- 
deren Fällen zu ermitteln, suche man in P*(x) den Coefficienten 
von x* auf, der gleich 

1 \~T~~ 1 »3.5 ...(m+n — 1) 
' JI«.2.4... (m — n) 
wird, so dass man erhält 

+(2n+9) (i!Lh^±3) (? . + . (y)+ e te .). 

Ist nun 

eine gegebene Function von y, so wird, wenn man F(y) = 2 D m Q 9 (y) 

n-=<J 

setzt, 

n 1.3.5...(2w+l)/ n(n-l) w(w-l)(n-2)(«-3). \ 
DmSS 1.2.3... « ~V 6 --2(^ 6 "- 2+ 2.4.(2 W -l)(2«-3) 6 »- 4 ~ et V 

Wird F(y) = * gemacht, so geht D H offenbar in (2»-f l)P"(x) 
y x 

über, wie es nach (14) sein muss. 

*) Borchardt, Journal f. M. Bd. LIII S. 284: Schreiben an den Heraus- 
geber; ausführlicher Bd.LVIl S.231: Ueber die Zfthler und Nenner der Näherungs- 
■wrerthe von Kettenbrüchen. 
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§. 20. Functionen, die als trigonometrische Reihen 
gegeben sind, lassen sich auf ähnliche Weise wie Potenz- 
reihen nach Kugelfun ctl onen entwickeln, indem zunächst 
Reihen für s'inmd und cosm0 gebildet werden, die nach P(cos0) 
fortschreiten, wie man sie früher für eine Potenz aufsuchte. Hier 
soll der Gang in so fern abgeändert werden, dass man sogleich 
die gegebenen Functionen in die verlangte Form umsetzt, und 
sinrotf und cosi»0 als specielle Fälle betrachtet. Man beginne 
mit den Sinusreihen, da die Hülfsformeln für diese fast fertig 
vorliegen. 

Es sei 

f(0) = a l sinö+o Ä sin2(?4-a 3 8in3Ö+etc. 
wo bekanntlich durch die Gleichung (§. 10) 

a M = ^f n f(0)zmm0d0 

u 

gefunden wird. Denkt man sich f(0) in die Form 

f{6) =Tc„P" (cos 0) 

n=(J 

gebracht, so ist (11) 

C n = 2tü f" f{d)P n (co*q)*mOd0. 

u 

Im §.4 Form, (a) findet sich die Entwickelung von P" (cos 0) nach 

Cosinus der Vielfachen; es ergab sich dort 

iP"(cos0) = 2* m cos(w-2m)0, 

wenn zur Abkürzung 

_ 1.3...(2n— 1) 1.3...(2m-l) n(n— l)...(ft-m+l) 
*" 2.4... (2») 1.2... m (2n-l)(2»-3)...(2n-2m+l) 

gesetzt ist, und die Summation von m = 0 bis m = oder 

m = y ausgeführt wird, je nachdem n eine ungerade oder gerade 

Zahl bezeichnet; in letzterem Falle muss die Hälfte des von 0 
freien Gliedes genommen werden. Hieraus folgt, dass sin0P"(cos0) 
gleich 

J?A w (sin(»— 2m-f-l)0— sin(»-2m— 1)0) 
ißt; da für ein gerades n das letzte k in dem Werthe von 4P" 
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halb zu nehmen war, und sin0P" mit &»sin0 schliesst, so hat in 

T 

der obigen Summe auch dies Glied den richtigen Werth, wenn die 
Summation nur so weit fortgesetzt wird, dass die Vielfachen von 6 
positiv bleiben. Es folgt hieraus 

C. = ?^2k m (f n f(O)sm(n-2m+l)0dd 

oder endlich 

C„ = — — n 2k m {a n -2m+i — fl»-2*-i), 

die Summe über alle m von 0 an so weit ausgedehnt, wie die In- 
dices der a positiv bleiben. Die Reihe für C. ist also: 
4 2.4... (2n) , v 

die bei a t — a 0 = a t oder a 4 schliesst. 

Setzt man alle a bis auf eines, z. B. das m** gleich 0, und 
a»=l, so ergiebt sich im speciellen Falle die Reihe für sinm0, 
nämlich 

TT l.ö...(^m — 6) 

+< 2w+ 3) 2. (2m) ? + (2m+?) 2.4.(2m)(2m+2) * + 

- («»-*> (*»+*) A 2m 8) ^ + (2m+ 7) J^*±g etc.). 
(2m) (2m+2)V ^ ' x\ t > 2 .(2m+4) / 

Bei Behandelung der Cosinus-Reihen ist es erforderlich, 

P"(cos0) nach Sinus der Vielfachen zu entwickeln, um Integrale 

von der Form 

f n p* (cos 0) cos mO sin 0 dß 

i 

ermitteln zu können; das Resultat, welches sich hierbei ergiebt, 
wird auch für §. 29 von Interesse sein. 
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Um diese Entwickelang vorzunehmen, verwandele man zunächst 
cos ml? in eine Sinus-Reihe, wenn m ganz und positiv ist. Wird 
(O<0<«) 

cos mO =s a % sin 0 -f a t sin 20 -f etc. 
gesetzt, so findet man a p durch das Integral 

— / cosi»08inp0d0, 
n o 

gleich 0 wenn m-fp gerade ist, in den (ihrigen Fällen 



« \p+m p — mJ' 



Es ist daher 

-^-cosmtf = 

Bln ('" +1 )<^+T)+ 8in ("+ 3 )<2ST3+T)+ rtc - 

+ 8 i n( »-l)<^-I) +8 in(»-3)<^-I) + etc. 

wenn die untere Reihe fortgesetzt wird, so lange die Vielfachen 
von 0 positiv bleiben. Aus den allgemeinen Prinzipien (§. 10) 
weiss man , dass die Formel für 0 = 0 nicht mehr gilt. Man 
hat also 

die Summe nach p so genommen, wie oben gesagt wurde. Die- 
sen Werth setze man in P"(cos0) ein, und findet dadurch für 
P"(co80) eine Sinusreihe 

jP"(cos0) = ^8^0+0,8^20+... 

in der, wie man sofort bemerkt, nur solche Vielfache von 0 vor- 
kommen, die mit n-j-1 zugleich gerade oder ungerade sind, so dass 
also a n+ 2 P = 0, und dass nur die a von der Form a» + 7 P +t zu be- 
stimmen bleiben; der Index «+2p-fl mag grösser oder kleiner 
als n sein, jedenfalls ist er aber positiv. Es wird nun, nach dem 
Einsetzen des Ausdrucks für cost»0, als Factor von sin(n+2p-f-l)0, 
d.h. für o„+2p+i folgender Werth gefunden: 
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k Q k t , , — T 



+ TTTct H 1 , a , o oder 



2»+2p+l ' 2n+2p-l ' «+2/H-2 n+2p+l 
+ 0 , ■+ + -+ -2L — oder 



Da offenbar * p = Ä»_ p , und da eine von k 0 beginnende Reibe 
der k, wenn man nach demselben Gesetze immer neue k bildet, 
bei k n von selbst abbricht, so ist jene Reibe auch: 

k k k 

a " +, " +l = 2F+T + 2Hh3 + 2^+5 + etC " ' 
fortgesetzt bis sie von selbst abbricht. Sie lässt sich sumrairen, 
wenn eine Formel von Pfaff*) benutzt wird, welche sich auf 
solche Reihen bezieht, welche nach Art der hypergeometrischen 
gebildet sind, aber im Zähler und Nenner ein Element mehr ent- 
halten als die von Gauss. Ohne Anwendung dieser Formel führt 
auch die nachfolgende Betrachtung zu dem gleichen Ziele: 

Zunächst kann man beweisen, dass die Reihe für p = —1, 

— 2, ... — oder — — verschwindet; es ist 

(cob 0) Bin mOdO = a„, 



daher 



*/>, 



a*+i — a«-i= J* P* (cob 0) cos md am Odd 



0 



und dieses jedenfalls 0, so lange m<w. Denn, setzt man cos0=a:, 
so ist cos »10 eine ganze Function von x des nur wi ,<fn Grades, also 
verschwindet (§. 16) 

—1 

Nimmt man hinzu dass 

a, = ±f l p n (x)dx und o, =» f l p n (x)xdx 
— i -i 

verschwindet, so wird daher, wie behauptet war, 

0 =e a,_ 4 = a M _ 3 = a„-5 = etc. = a t oder a r 



*) Nova acta Petropol. Tome XI, 1797. Supplement ä rhiatoire 8. 51. 
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Hieraus folgt, daas pW kein kleineres Vielfache von 6 als das 
(w+l) fache enthält, dann aber auch, wie sich sogleich zeigen 
wird, ein einfacher Werth für die a, welche nicht verschwinden. 

Erstens bemerke man, dass die Reihe für a„ +i p +i nur das 
Zeichen, nicht den Werth ändert, wenn p mit — »— p — 1 ver- 
tauscht wird. 

Denn die beiden Glieder der Reihe, welche ein und dasselbe k 
z. B. k v enthalten, sind 

ky ky 

2p+2i>+l ' 2p + 2n — 2v-fl ' 
verwandeln sich also durch diese Vertauschung in 

ky ky 

~2p + 2n — 2v+l ' ~~ 2p + 2v+l ' 
Die Reihe verschwindet also nicht nur für die Werthe — 1, 

— 2, ... — oder — ~ von p, sondern auch für — n, 

i 

— (n — 1), ... — oder d. h. für alle — p von 1 

bis », (indem auch für p = — ^ e Reihe verschwindet, da 

sich dann die untereinanderstehenden Glieder direct fortheben). 

Zweitens; bringt man die Reihe auf den Nenner 

(2p+l)(2p + 3)...(2p + 2w+l), 

so ist der Zähler nach p eine ganze Function vom ?i t0n Grade, 

deren Wurzeln durch die vorhergehende Betrachtung bekannt sind. 

Die Summe derselben ist daher 

(p+l)(p + 2)...(p+n) 
(2p+l)(2p+3)...(2p+2w + l) ' 

wo c einen von p unabhängigen Werth bezeichnet. Setzt man, 
um ihn zu bestimmen, p = oo, nachdem man mit p multiplicirt hat, 
so wird 

2^ = *(*o + *i+ctc.) 

<L h. sa iP n (l) = ^, also c « 2", und dadurch die neue Entwicke- 
lung der Kugelfunction 

Heine, Handbuch «I. Kugelfuucüoneu. 4 
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Wird diese Reihe nach P, nicht nach Q geordnet, so geht sie in 

P^ l -fP l (l.(? e +2(?*)-fP l ( 2 (? , + 3 <? 3 ) 
etc. +P"(n0*~ 1 + (»+l)O" +1 )+ etc. 

über. Nun ist aber 

g = _J -l 

y—x y—x ' 

also die vorige Reihe auch gleich 

P 0 (yQ°-l) + 3yQ , P l +etc. + (2n+l)yQ H P n +ctc. 
Nach §. 15 sind zwei nach P entwickelte gleiche Ausdrücke identisch, 
so dass sich für «>0 die Gleichung 

(16, a) . , . (n+i)Q n+l (y)--(2n+i)yQ n (y)+nQ n - l (y) = o 

ergiebt, die für n = 0 mit 

vertauscht werden muss. 

An die zwei Gleichungen (16) knüpft Herr Dr. C. Neu mann, 
dem der Verfasser noch andere schätzbare Mittheilungen und Ver- 
besserungen verdankt, folgende Bemerkungen: 

Man sieht dass P"(x) durch recurrirende Formeln aus P""* 1 , 
P n ~ 2 , etc. gefunden wird, dass also P n von P° und P l durch eine 
lineare Gleichung 

P n (x) = AP\x)+BP\x) 
abhängt, wenn A und B gewisse ganze Functionen bezeichnen. 
Vergleicht man (16, a) mit (16), so ergiebt sich, dass auch 

Q\x) = AQ\x)+BQ\x) 
sein muss, wo A und B dieselben Functionen wie früher werden. 
Nimmt man die Beziehung von P l zu P° und von Q l zu Q° hinzu, 
so folgt 

P n (x) = (Ax+B)P° 
Q n (x) = (Ax+B)Q°-A. 
Nun ist P° - 1, also Ax+B = P% folglich 

War x reell und grösser als 1, so giebt (13) 

()•(*) = 4 logg, 
>«,durch sich für Q" (x), wenn der Buchstabe A mit R" vertauscht 



- ■ 



' <-«■ 
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wird, der Werth 

<?» = .r (x) iog£±l-fi" 

findet, und hier stellt R* eine ganze Function von x vor, die, wie 
man leicht bemerkt, vom n— l ,tn Grade ist. 

Vorstehende einlache Entwiekelung einer Formel, die G auss *) 
zuerst gegeben hat, durfte an dieser Stelle nicht übergangen werden. 

Ein zweites Mittel zur Auffindung neuer Entwicke- 
lungen nach Kugclfunctionen bietet eine von Christoffcl**) 

dP" 

angegebene Gleichung für dar. Mit Bauer***) a. ang. O. 

dP* 

beweist man diese leicht, wenn man erwägt, dass nur die 

« — 1'*, « — 3 ,e , etc. Totenz von x enthalt; entwickelt man den 
Differentialquotienten nach Functionen P, so nimmt er daher die 
Form 

/l B -iP'"" 1 -|-^,-3^ M " 3 + ^«-5P ,, " 5 +ctc. 

an, wo 

-1 

dP m 

Ist wie bei uns m<.n, also gewiss - — von niedrigerem Grade 

(IX 

als P**\ so verschwindet 



und es wird 



A m = 2j ~^J \p m dP n +P*dP ,n ) 



2 

Da in unserem Falle m die Zahlen n— 1, n — 3, etc. durchläuft, 
also m+n ungerade ist, so wird A m = 2/w-f-l , und man hat die 



*) Methodus nova integrarmm valorcs per approximationem inveniendi No. 18. 
M. vergl. auch Neumann'ä Arbeit, die in §.33 crwilhnt wird. 

**) De motu permanenti electrieitatis in corporibua homogencis. Disscrtatio 
inauguralia. Berolini 1856, p. 53. 

***) Journal f. M. Bd. LVI, S. 102. 
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Entwicklung 

(17) ... = (2«-l)P' , -\x)H-(2»-5)P*-V)4-(2«-0)P ,, -V)+etc. ; 

wenn die Reihe bei P l oder P° abgebrochen wird. 

Ein ähnlicher Ausdruck findet sich für die Q; da nämlich 
(y— x)- 1 , nach x und y differentiirt, gleiche und entgegengesetzte 
Werthe giebt, so entsteht 

oder gleich 

2(2n +1) Q\y) {{2n- 1 ) p- 1 (x) + (2« - 5) P"" 3 (x) + etc.). 

Fasst man die Factorcn von P^(x) zusammen, so wird schliess- 
lich erhalten: 

(17, «) ... -^I = (2 W+ 3)0- +1 (y) 

+ (2» + 7) <?" +3 (y) + (2» + 1 1 ) Q H +* (y) + etc. 

An merk. Eine Function, die nach Potenzen von x absteigt, 
lässt sich nur auf eine Art nach Q entwickeln; setzt man nämlich 

A^) = « 1 0H^a,(?'4- i ^« J (? , +ctc., 

andrerseits 

und benutzt (13), so wird 

b * = öi + "3«i & 4 = «4+5- fl t 

etc. etc. , 

so dass die a durch nicht widersprechende und bestimmende lineare 
Gleichungen aus den 6 gefunden werden. 
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Drittes Kapitel. 

Die Kugelfunction zweiter Art. 

§. 22. Im vorigen Kapitel §. 17 und 18 wurden Functionen 
Q n (x) als Kugelfunction en zweiter Art dadurch eingeführt, dass 
man (x—y)" 1 , wenn x>y und ausserdem a?>l war, nach den 
Kugclfunctionen erster Art von y entwickelte. Die Möglichkeit 
der Entwickelung vorausgesetzt, ergab sich dort, dass 

* (ir) ~ 1.3. ..(2n+l)\ X + 2(2»+3) * +CtC V 
der Coefficient von (2»+l)J , "(y) ist, und dass Q*(x) ein Integral 
der Differentialgleichung (9) wurde, d. h. von 

Um das letzte Resultat auf directem Wege festzu- 
stellen, entwickele man nach den gewöhnlichen Methoden, die 
man in den üblichen Handbüchern der Integral-Rechnung findet *), 

» 

die Integrale jener Gleichung nach absteigenden Potenzen von x. 
Setzt man dazu 

z = x* +a J # a - 2 + « 4 a; 0 - 4 + etc., 
so ergiebt sich zunächst zur Bestimmung von a die Gleichung 

<*(« + 1) r= w(f|+l) ; 

aus der für a die zwei Wcrthe a = n und a = — n — 1 folgen; ferner 

(« — 2m) (a — 2m — l) 
4*»+2 - 02* ( a _2jft_2)(a — 2m— 1) — »(ft+1)" 

Mit Hülfe der Gleichung 

ß(ß+l)-n(n+l) = (ß-?i)(ß+n+l) 

findet man 

(et — 2m) (et — 2 m — \) 

flj*+2 - a lm ( a _ 2OT __ w _2)(a_2m + n-l) ' 

und hieraus für a = w die Reihe (2), welche ^(x) darstellt; für 
a = —n—l die oben angegebene für Q* (x). Bedeuten o und b 
willkürliche Constante, so setzt man aus den beiden particulären 

*) Z. B. vergleiche man Euleri Institution«« ealculi integralis, Vol. II, 
Sectio I, Cap. VIII. 
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Integralen das allgemeine durch die Gleichung 

3= { ar(x) + bQ m (x) 
zusammen, und zwar ist dieses für x> 1 gültig, indem wohl Pfür 
jedes endliche x endlich bleibt, aber Q nur für x>l convergirt. 
Da P für x = oo unendlich, Q aber Null wird, so kann eine Lö- 
suug, die für x— oo nicht unendlich wird, nur die Form bQ" ha- 
ben; sie wird dann mit x n + l multiplicirt für x = oo endlich blei- 

1.2... n 

ben; war diese endliche Grösse gegeben, z. B. » * /0 — t-tt, so 

1 . o . . . \ 2n-\- 1) 

ist dadurch die Constante 6 bestimmt, in dem Beispiele gleich 1. 

§. 23. Diese Function lässt sich durch ein bestimmtes 
Integral darstellen, welches dem von Laplace für angege- 
benen (§. 7) ähnlich wird, und für alle x, auch solche die <; 1 
oder die imaginär sind, nicht aufhört der Differentialgleichung (9) 
zu genügen. Man kann hierzu gelangen, indem man (9) durch eine 
Reihe integrirt, welche nach Potenzen von x+^x*— 1 geordnet ist 
(von e id , wenn x = cos0 gesetzt wird), und die der Keiho (6) in 
§. 4 für P entspricht; wenn man diese dann in ein Integral um- 
setzt, wie es in §. 30 geschehen wird. Man kann aber auch auf 
eine andere Art, die manche Vortheile bietet, und sich den §. 6 und 7 
näher anschliesst, zu demselben Ziele kommen. 

Eine so einfache erzeugende Function, wie man sie in der 
Quadratwurzel für die P besitzt, Hess sich für die Q nicht auffin- 
den, wenn man nach Potenzen einer Grösse (wie früher a) ent- 
wickeln will; es tritt hier bei entsprechender Behandlung zur 
. Quadratwurzel noch ein Logarithmus, der für imaginäre x beson- 
dere Untersuchungen erfordert, und aus diesem Grunde wurde Q(x) 
zunächst §. 17 durch die Entwickelung von (x— y)" 1 nach P(y) 
eingeführt Eine für den gegenwärtigen Zweck geeignete erzeu- 
gende Function ergiebt sich aus der Betrachtung, dass das In- 
tcgral (§. 7) 

ir ^ , 

n \ a (x + cos tpyx*— 1)— 1 

welches gleich 

1 

Vi— 2ax+ a 2 
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ist, als Erzeugende der P angesehen werden konnte. Diese Be- 
merkung lässt sich auf folgende Art benutzen: 
Es genügt T (§. 11) der Differentialgleichung 

(a)... (l-*«)__2*^+«-^ = 0 i 

daher muss 

(6) ... r %=—, 

% a(x+cos(pyx*— 1)— 1 

wenn man es für T in (a) einsetzt, einen Werth für die linke Seile 
von (a) geben, der für g = n verschwindet. Wird die Rechnung 
ausgeführt, und denkt man sich g constant, d. h. von a und x un- 
abhängig, so verwandelt sich die linke Seite von (a) in 

cc sing 

— • — ■ ■ — — -■ — 

}!x % — 1 [a(x-\-QQ&gix*— 1)— 1*] ' 
einen Ausdruck, welcher für g = n wirklich verschwindet. Noch 
für einen anderen constanten Werth von g verschwindet derselbe, 
nämlich für ein solches g, dass Bing = oo ; was nun geschehen kann, 
wenn g imaginär ist. Führt man deshalb in (b) für g> einen ima- 
ginären Winkel it ein, so ergiebt sich, dass 

(i8) = r - 

«/ a(x + cosüjV— 1)— 1 

der Gleichung (a) genügt. Um sich von der imaginären Substitu- 
tion unabhängig zu machen, kann man nur durch Einsetzen direct 
zeigen, dass wirklich U die Gleichung (a) befriedigt. 

Dieses Integral, welches hier unausgeführt bleiben soll, das 
übrigens keine höhere Transcendente als Logarithmus und Are. tang. 
enthält, wird als die Erzeugende der Q betrachtet werden. Wir 
setzen fest, dass die ^x*—l so genommen wird, dass die 
reellen Theile von x und yx % — 1, ebenso auch (§. 8) die imaginären, 
gleiches Zeichen haben, dass, wenn x reell und kleiner als 1 ist 
(a? = cos0), y* f — 1 positiv imaginär genommen wird. Da diese 
Festsetzungen noch bei andern Gelegenheiten vorkommen werden, 
(die letzte ist wegen der Anwendungen gemacht, bei denen 0 in 
der Regel zwischen 0 und n liegt), so soll dies der Kürze halber 
dadurch ausgedrückt werden, dass man sagt, x und y<r*— 1 werden 



58 I. Thcil. Drittes Kapitel. §.23,18. 

mit gleichem Zeichen genommen. Ist a hinlänglich gross reell, so 
wird der Nenner unter dem Integrale (18) nie verschwinden, und 
das Integral einen endlichen Werth besitzen, wenn nicht a: = Hrl. 
Ist x reell, so ist dies sofort klar; im anderen Falle bedarf es 
eines einfachen Beweises. 

Beweis. Ista; z.B. nicht negativ, und setzt man wie §.8 

x == a±bi 
ix*—! = p±qi, 
so wird der Nenner unter dem Integrale (18) 

et (o +p cos s 1) — 1 ± i a (b + </eos i t) 
also nie 0, da cos»* reell und > 1. Das Integral bleibt endlich 
da, wenn e f = % gesetzt wird, es die Form 

r m dz 

annimmt, wo c f g 9 h noch imaginär sein können und h nicht ver- 
schwindet, wenn nicht « = +1. Zerfällt man das Integral in einen 
reellen und einen rein imaginären Theil, so wird jeder das Integral 
einer gebroehnen Function, deren Nenner vom vierten Grade, deren 
Zähler vom zweiten ist.] 

Da (:r-f-cosif 1) nicht verschwindet, so lässt sich U bei 
hinlänglich grossem a nach absteigenden Potenzen von a entwickeln. 
Nach diesen Vorbereitungen definiren wir die Kugelfunction zwei- 
ter Art so : 

Werden x und ) l x*— 1 mit gleichen Zeichen (s. ob.) 
genommen, so setze man die durch (18) bestimmte 

Function U gleich T^^; es heisst dann <?» die 

Kugelfunction zweiter Art. 

Folgende Eigenschaften derselben sind sogleich klar: 

1) Sie genügt derselben DiiFerentialgleichung (9) wie P n (x). 
Denn U genügt der Gleichung (a), und verfährt man mit U wie 
§. Jl mit T, so findet man dieselbe Differentialgleichung (9) 
für Q*(x). 

2) Sie wird durch das Integral 
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(19) . . . Q m (x) = r -r-i . -h 

v ' / (s-fcost*)^ -*) 

ausgedrückt, dessen Form der von JP" in (5,«) entspricht. 

3) Sie verschwindet f\ir a; = oo, und verwandelt sich mit 
mnltiplicirt für a? = oo in 

1.2.3... t? 
1.3.5. ..(2»+l)' 

woraus sogleich zu schliessen wäre (Schluss des §.22), dass für 
jedes x, welches grösser als 1 ist, das neue Q mit dem alten über- 
einstimmt. 

Beweis. Für x = oo wird 

dt 



x»+ l Q n (x) = / 



(l+co3t<)" +l 
oder, da 2cost( = c f -f e' 1 ist, gleich 

J ( e »' +e -»') i "+' 

gleich 



f« dt 

L w+f 



Setzt man e f = z, und multiplicirt unter dem Integrale Zähler und 
Nenner mit e<*+ 1 > < , so entsteht 

v (i+»f«+ 2 ~ * ' r(2»+2) 1 

also genau der Quotient 

1.2.3... 7) 



1.3.5...(2»+1) 

}. 24. Die Function 0 ist durch (19) vollständig bestimmt mit 
Ausnahme des Falles x = 0, in welchem das Zeichen von ^x % — 1 
ungewiss bleibt. Dieser Fall kann der Grenzfall eines reellen ver- 
schwindenden x sein, und dann wird nach unseren Festsetzungen, 
gleichgültig ob x positiv oder negativ war, 

Iat Null die Grenze eines rein imaginären positiven oder nega- 
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tiven x, was man durch (oi) oder resp. (— oi) bezeichnen kann, 
so bat man 

0 H (oi) = (^l) nii O n (-oi)^0 H (oy, 
soll endlicli o Grenze einer complcxcn Grösse sein, so stimmt der 
Werth mit Q(pi) oder Q(—oi) übercin, je nachdem vor dem Ver- 
schwinden von x der imaginäre Theil positiv oder negativ war. 
Die Ausfuhrung des obigen Integrals giebt übrigens 

n+1 r n+l 
n 2«- 1 2 2 

C>(o) = ^r- r{H+1) ~ 

Für x= ±1 findet man ferner Q*(±l) = ±oo. 

Im Allgemeinen wird Q*{—x) = (—l) M+i Q H (x) m j nur der Fall 
macht eine Ausnahme, in welchem x reell und zugleich <C 1, also 

x = cos0 ist. Denn ist x = a + bi, 1 = p±Q;i, wo die oberen 

und ebenso die unteren Zeichen zusammen gehören, und a und p 
ebenso auch 6 und q (§. 8) zugleich positiv, negativ oder Null sind, 
so wird nach den Bestimmungen über die gleichen Zeichen von x 
und y'x 1 — 1 auch Q(x) im Nenner die Potenz von (x + cos it^x*— 1), 

0(— x) von (— x— cosit^x*— 1) enthalten. Aus diesem Grunde 
wird in den folgenden Paragraphen, wenn nicht ausdrücklich das 
Gegentheil bemerkt, und x nicht reell und zugleich <C1 ist, immer 
x positiv gedacht, d. h. mit positivem reellen Theile oder, wenn x 
rein imaginär war, mit positivem imaginärem Theile; die Allge- 
meinheit der Untersuchung kann nach diesen Auseinandersetzun- 
gen hierunter nicht leiden. 

War aber x = cos0, so gebraucht man um Q(x) zu bilden, 
den Zahlwerth von sin0j nimmt man deshalb 0 zwischen 0 und n, 
so wird 

0"(cos0) = I™ — Z7 

' J (costf + isintfcosiO 

(cos0— tsin0cost<) 

Diese beiden Ausdrücke unterscheiden sich, wie man sogleich sehen 
wird, wesentlich von einander. Geht man auf die erzeugenden 
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Functionen der rechten Seiten zurück, so Bind sie nach (18) resp. 

dt 



[cos 0 -f 1 sin 0 cos % t) — 1 

u = /* d * 

c/ a(cos0 — tsin0cost<)— • 1 ' 



daher wird 

U i -U 0 = 2ahmdf 



conti di 



(« cos (9 - 1) » + a« sin* 0 cos* tt 



Den Nenner verwandle man in 

1 + «• - 2a cos0 - a 8 sin Ä 0sin Ä tf, 
und setze die reelle Grösse 

— a*sin0sint/ = asin0 — = z, 

wodnrch die Grenzen von * resp. 0 und oo werden. Ferner ent- 
steht dadurch 

und wenn das Integral der rechten Seite nach bekannten Regeln 
ausgeführt wird, 

u-v,= , in 

il— 2«cosö+a* 

Die rechte Seite ist die erzeugende Function der P, man mag sie 
nach aufsteigenden oder absteigenden Potenzen von a entwickeln, 
so dass sich als wesentlicher Theil des Unterschiedes der beiden 
Q ein P herausstellt, und zwar ist genau 

(a) ... (~l) n + l Q^-cosO)--Q n (coiO) = i«P n (cosO). 

Da (T(co80) die Form A-Bi hat, und dann (— l)* +1 ()Y-cos0) = 
sein mus8, so folgt B*=\n P n ( cos 0), also 

0"(cos0) = A-l*iP H (cosO), 
wodurch der imaginäre Theil von (> B (cos0) gegeben ist. 

Anmerk. Die Function Q ist im Allgemeinen stetig und ein- 
werthig; sie wird nur unendlich für # = + 1, mehrwerthig für x = 0. 
Die Willkürlichkeit bei der Festsetzung des Werthes von ()(cos0) 
hätte sich vermeiden lassen, wenn allgemein für x eine reelle oder 
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imaginäre Grösse 0 eingeführt wäre, so dass cos0 = x, und dann 
0 als Function von 0 selbst, nicht von coa0 angesehen wird. Da 
meistenteils cos0 das gegebene Argument ist, so wäre es mit 
grossen Unbequemlichkeiten verbunden, wenn man 0 selbst tiber- 
all einführen wollte. Es ist aber für manche sorgfältigen Unter- 
suchungen von Werth, zu wissen, wie sich durch Einfuhrung von 
0, oder besser von &° Alles gestaltet. 

Man führe deshalb, wie schon im §.4 an einer Stelle ge- 
schah, eine Grösse £ als unabhängige Veränderliche ein, und setze 
2x = wodurch 2}f^~l = wird. Wenn Jtf(|)>l, 

also f = r(cosift+ ismtp) und r>l, so haben 2a? und 2)/äj r ^l 
im obigen Sinne gleiche Zeichen, da ihre reellen Theile resp. 

(r + ^co&ty, (r — -i-)cost//, die imaginären ähnliche Ausdrücke 
sind, und r— — positiv ist Wird dagegen r<l, d.h. Jf(J)<l, 



so haben x und ^x i — 1 entgegengesetzte Zeichen. Wird endlich 
r = 1 , so können x und ^x*— 1 alle Zeichencombinationen durch- 
machen. Setzt man nun 

so stimmt Q n [g\ mit Q"(x) überein, sobald Jlf|>l; sie stim- 
men überein wenn M (|) = 1 , und £ einen positiven imaginären 
Theil hat: ist dieser Theil negativ so kann man durch Gleichung (a) 
auf der Stelle durch Q n (x) und P*(x) ausdrücken (s.u.). 

Es wird ()[£] überall einwerthig, aber nicht nur für | = 1, (« = 1), 
unendlich, sondern für alle | auf der Linie der reellen | von | = — 1 
bis | = 1. In der That, der Nenner in (19, a) verschwindet für 

ein t, wenn ~ — - negativ und >1 wird; dazu muss g 1 — 1 negativ 

sein : für ein negatives £* wäre aber |rzy < 1 ; a ^ s0 i st I > wenn 
jener Nenner verschwindet, reell und <1. Dies ist nothwendig 
und wie man sieht hinreichend, um den Bruch ' negativ und 
> 1 zu machen, so dass es vermehrt um cos«* gewiss für einen 
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Werth von t zwischen 0 und <x> verschwindet. Es hat also Q[g\ 
eine Linie der Unstetigkeit, indem es für alle reellen £ von —1 
bis +1 unendlich wird, und für Jlf(|) < 1 eine Folge von Werthen, 
die nicht mit denen von Q(x) übereinstimmen, und sich von diesen 
dadurch unterscheiden, dass cost* bei Q[£] im Nenner mit dem 
umgekehrten Zeichen von dem bei Q(x) auftritt. 

In dieser Bezeichnung sagt die Formel (a) dieses Paragraphen, dass 
(&)... Q"[L]-Q«[Z]=i n p* (x) 

ist, wenn =s 1 ; man kann hinzufügen, dass (6) auch noch für 
Jf(£)>l besteht, wenn nur | einen reellen positiven Theil be- 
sitzt aber nicht reell ist; letztere Bedingung ist erforderlich, da- 
mit endlich bleibt. Dies kann man zeigen, indem man 
wie oben auf die erzeugende Function zurückgeht, wobei zu 
bemerken ist, das* dann die Einführung von z für i nicht durch 
reelle Substitution geschieht. Man kann auch folgenden Weg ein- 
schlagen: 

Es ist die Differenz der Integrale Q m [g~ l ] —Q H [£] d. h. 
(c) f™ dl p dt 

zu betrachten, die sich in 

/ (l+^'-lJsinSO"* 1 
zusammenzieht, wo ip die Differenz der (n-f 1) ,<?U Potenzen von 
(s+cost* ix % —l) und (x — cos it j/i^T) vorstellt, also eine ganze 
Function von x, ix % —l y cosif, genauer eine ganze Function von 
x > l)siVt/, diese noch multiplicirt mit cosi* }fx*— 1. Setzt 
man zunächst die reelle Grösse tsini( = y, so wird das Integral 

%dy 

wo x eine ganze Function von x und (yfl^x*) 9 bedeutet, die 
nach y höchstens vom Grade ist. Da x nicht zugleich reell 
öüd >1 sein soll, so rauss 1— x* entweder reell und positiv, oder 
imaginär werden j jfi^? sei die Wurzel mit reellem positivem 
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Theile, (der reelle Theil kann unmöglich Null sein). Macht man 
y/i— x* ss a, so verwandelt sich das Integral in 

wo q> eine ganze Function von x bezeichnet, auch von * vom höch- 
stens n tpn Grade ; die Integration ist über eine gerade Linie zu er- 
strecken, die von 0 ins Unendliche durch den Punkt ^1^5* = »+/?! 
geht (§. 8); man kann dafür auch von 0 auf reellem Wege bis 
ins Unendliche integriren. Ist nämlich P = g+hi irgend ein Punkt 



X 




der bezeichneten Geraden, so dass a:/?=o:Ä, so wird 

für keinen Werth z, der in dem Dreiecke APQ liegt, unendlich, 
also ist das Integral über AP vermehrt um das über PQ gleich dem 
über AQ. Das Integral über PQ ist 

f 9 »(»)<*» i / >ü y(t»+g)<fe . 

J fi±**\ n+l J, i 



~h (l+<i»+*)')' 



4p(t*-f*$f)<fe 



verschwindet also, wegen des Grades n von qp, für # = co. Die 
Integration darf daher über die verlängerte AQ , d. h. auf reellem 
Wege von 0 bis oo ausgeführt werden. Ordnet man nun qp(s), wel- 
ches eine ganze Function von x war, nach Potenzen von x, so ent- 
steht auch nach der Integration eine ganze Function von x, die für 
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x = cos0 bekannt, nämlich wie man aus (a) weiss, t«P*(cos0) ist. 
Es mu88 daher die Differenz (c) allgemein %nP M (x) sein, immer 
vorausgesetzt, dass | nicht reell, also x nicht reell und grösser als 
1 genommen wird, in welchem Falle das eine Integral oo wäre. 

§. 25. Im §. 7 tritt neben dem Integrale, welches (19) ent- 
spricht, ein zweites verwandtes auf; im §. 8 wird die Gleichheit 
dieser Integrale durch eine Substitution direct gezeigt. Dieselbe 
Substitution verschafft eine zweite Form für Q, wie hier gezeigt 
werden soll; es wird nicht sogleich der Fall eines ganz beliebigen 
x behandelt, sondern zuerst die allgemeine Methode auf besondere 
Fälle angewandt, die sich sowohl durch Einfachheit empfehlen, als 
auch durch den Vortheil, den die einfachen Resultate an anderen 
Stellen verschaffen. 

Der erste Fall sei der eines rein imaginären x; man mache 
x = iy, und denke sich y reell und positiv. Wird dann gesetzt 

_ ycoBtf+)y -f 1 
cosw — - p , 

y+costfyy+l 



8111 U 



sin** 



ify+costfyy+i)' 

—1 



y-coswyV-M = — 

y-f costf yy*+ 1 
dt 



du 



y+cost*yy+i 

mit der Bestimmung, dass u = 0 für t = 0 sei, so nross, wenn t 
von 0 bis oo wächst, u immer wachsen (da positiv bleibt) , und 
für t = oo entsteht, ohne dass costi je negativ geworden wäre, 
co8u — -=JL=-, sin ii = -7==, so dass »der arccotgy wird, 

welcher zwischen 0 und in liegt. Hieraus ergiebt sich (y pos.) 

/" dt 



(y+costtiy+l) 

•rccofg y 

(y — ooB«yy B +t)"Ai. 



Heine, Handbuch d. Kugelfunctionen. 5 
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Der zweite besondere Fall sei der eines positiven reellen x % 
welches grösser als 1 ist. In diesem Falle setze man 

^ostf-f-V**— 1 e u +e- u 
costt* = \ = i 

x+cosityx*— 1 1 

. . . — tsinü — er» 

— t sintu = , t . = 5 > 

x+cOBttyx* — 1 * 

x — cobiu^x 1 — 1 = 1 , , 

«H-costf/*»— 1 



X + CQBtrfx*— 1 ' 

und hat demnach wiederum eine reelle Substitution, durch die 
erhält 

dt 



(20, a) ... <y(x)=f- 



-/ 



]0 *l x-l 



(*+cosi*|/:r 4 --l)" +1 

(a; — cos t uYx % —l )" (to, (x>-f-l), 

u 

wenn die obere Grenze der reelle Logarithmus der positiven Wur- 
zel ist. In der That, die vierte Gleichung zeigt, dass u mit t 
wächst, also positiv bleibt, die erste und zweite, dass e" von 1 bis 

g+1 Ar +1 

j t . — "1/ r wächst. 

yar— 1 fa-i 

Der dritte besondere Fall, dass x reell und <1 ist, erfordert 
schon eine imaginäre Substitution, weshalb er mit dem allgemeinen 
zugleich behandelt wird. 

Anmerk. Dieselben Substitutionen lassen sich bei beliebigen, 
nicht ganzen und nicht positiven n anwenden; sind die Grenzen 
des Integrals nach t beliebig gegeben, nicht 0 und oo, so findet 
man durch obige Gleichungen zwischen u und t das entsprechende «. 

* §. 26. Es sei jetzt x eine beliebige Grösse, nur nicht rein 
imaginär oder reell und zugleich > 1 j es ist für das Folgende 
bequemer, diese schon behandelten Fälle auszuschliessen, obgleich 
die Resultate noch in diesen Fällen brauchbar bleiben. Der reelle 
Theil von x sei positiv, und x und Yx % —1 mit gleichem Zei- 
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che» versehen; war a? = cos0, so sei wiederum 0< also < |r» 
und yx*— X = tsin0. 

Setzt man x = cos (0 — «t), und versteht unter a, wenn es 
nicht 0 ist, eine positive Grösse (ftir « = 0 ist immer O<0<J* 
zu nehmen), so wird der reelle Theil von x gleich cos 0. cos ai; 
da er positiv sein soll (Annahme), so liegt 0 zwischen — \n und 
J«. Es wird bei der Untersuchung /a? Ä — 1, Jx— 1 vor- 

kommen, jede mit positivem reellen Theile; man kann zeigen, dass 
das Produkt yx+l.^x—l mit jx*— 1 dem Zeichen nach, also 
überhaupt übereinstimmt Es ist nämlich 

*±1= g ±1, 
&h. gleich dem Quadrate von 

e 1 ±e~~ r ~ 

72 

Werden die Wurzeln mit positivem reellen Theile genommen, so 
entsteht die Gleichung 

✓aySJl = (e» a ±c-*«)cosi0+t(6*«+c-i«)8ini0 
indem e* a Hhe~*° immer positiv sein muss (a ist positiv) und eben- 
so cos 40 (da 0 zwischen — ?ft und liegt). Das doppelte Pro- 
duet der beiden Wurzeln hat als reellen Theil 

(e° — <?—)cos0; 

ist daher positiv. 

War im besonderen Falle a=0, so setze man /a?-f -1 = ^2 . cos £ 6, 
yx~l s t ^2.sinj0; das Product der Wurzeln ist dann genau 
ix 1 — 1, wie diese Wurzel genommen werden sollte, nämlich ssin0. 

Es wird ferner 

VäTfl _^ e«-«-« — 2tsin0 

y^Zl = C«_ 2CO80 + C-« 5 

der reelle Theil hat also das positive Zeichen, der imaginäre das um- 
gekehrte von 0; für a = 0 verhält es sich ebenso mit dem imagi- 
nären Theile, während der reelle verschwindet. 

Nach diesen vorläufigen Betrachtungen führen wir für die 
Grone t durch dieselben Gleichungen, wie im zweiten Falle des 

6* 
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vorigen Paragraphen eine Grösse u ein; den dort aufgestellten 
Beziehungen zwischen u und t mag noch die eine 

_ eV^x+l + e-V^x—l 



zur besseren Uebersicht hinzugefügt werden. Hieraus ist klar dass 

e u von 1 bis / kommt, während t von 0 bis oo: um aber u 

selbßt zu verfolgen, setze man 

u = p+qi, 

wo p und q von t abhängen. Da x von der Form 

x = R+iSsm0 

ist, wo Ä und S beide positiv sind (denn x = cos(0 — ai), und a 

positiv), ^x*—l aber, mithin auch a?-f coBtrj^r'— 1, dieselbe Form 
hat, so wird (x-f-cosif/x* — gleich r — t*sin0 zu setzen sein, 
wenn auch r und s positiv sind. Hieraus folgt mit Hülfe des 
Ausdrucks von du 

dp+idq = (r — is Bin 0) dt, 
d. h. p wächst fortwährend mit t, q wächst oder nimmt fortwährend 
ab, je nachdem 0 negativ oder positiv ist. Ueber den reellen 
Theil von u ist man nun vollständig unterrichtet: er wächst von 0 

bis zu dem reellen Theile von log , ' - Um q weiter zu ver-, 
folgen, bilde man 

e" — e~ u = (e* - e~ 1 ) (r ~ is sin 0), 
woraus, wenn die reellen und imaginären Theile geschieden werden, 

(eP — erP) cos q = r(e* — e~*) 
(eP + e " p ) sin # = — * (e* — e~*) sin 0 
folgt; es bleibt daher cosq immer positiv, während sin q immer das 
Zeichen von — 0 besitzt, d. h. des imaginären Theiles (s. o.) vod 

^ü-. Da q von 0 an wächst, so wird q nie seinen Quadranten 
yx—1 

verlassen können, und daher unter \n liegen. Es entsteht daraus 
folgende Kegel um den Endwerth zu finden, zu welchem u gelangt, 
wenn t von 0 bis oo reell wächst; man sah, dass « ihn erreicht, 
während der reelle Theil immer positiv, der imaginäre immer positiv 
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oder immer negativ imaginär bleibt, aber jeder Theil die Richtung 
seiner Zunahme nicht ändert, d. h. immer in demselben Sinne wächst: 

Man suche den log^ü-, wenn beiden Wurzeln ein posi- 

\x— 1 

tiver reeller Theil gegeben wird, dessen imaginärer 
Theil unter — i liegt; dieser ist die obere Grenze. 

War im besonderen Falle x = cos0 (und positiv), so gelten 
diese Schlüsse noch immer, wenn für die Wurzeln }fx±l die 
früher angegebenen Werthe genommen werden. Dann findet man 

Quotienten 

— int -flog cotg£0. 

Um das Resultat beim allgemeinen Falle einfacher 
darzustellen, führe man flir x eine Art von Polarcoordinaten 
ein, und setze, mit Aufhebung der früheren Bedeutung von r und 0 

(a) ... tf = rcos0+iyp^Tsin0, (— i*<0<i«) 
(6) ... jxtt. a cos0jV-l-Hrsin0 

wo unter r eine positive Grösse verstanden wird, die grösser als 1 
ist; erlaubt ist diese Substition, weil 

1) die reellen Theile von x und ^x % — 1 nie negativ werden, 

2) die beiden Formen (a) und (6) so zusammenhängen, dass 

(„)•-(&)« - 1, 

3) r und 0 für jedes x aufgefunden werden können. Es 
sind nämlich r und 0, geometrisch betrachtet, die bei der Ellipse 
übliche Art von Polarcoordinaten, um einen Punkt festzulegen der 
als rechtwinklige Coordinaten den reellen und den von t befreiten 
imaginären Theil von * hat, wenn die Excentricitat der Ellipse 
= 1 ist. 

Es wird dann 

yr"^T-«8in0 
y^Z-T r — cos0 
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also 

/„x - w i/ r + coafl ■ rr . nrr ainfl 

wo der arctang zwischen —\tt und \n zu nehmen ist. Ftirrs=l 

und ein positives 0 wird die Formel des speciellen Falles a? = cosÖ 
erhalten. 

Da n eine ganze Zahl, also 

fix -cos tu . ypZZl? du 
das Integral einer ganzen Function von cos tu ist, so ist es gleich- 
gültig, auf welchem Wege man von u = 0 bis zum Endwerthe 
integrirt; es ensteht sonach folgendes Endresultat: 

1) Bedeutet x eine beliebige Grösse mit positivem reellen 
Theile, die aber nicht zugleich reell und kleiner als 1 sein soll, 
und wird ^x*— 1 mit demselben Zeichen wie x genommen, so ist 

. «... ™~f ^*i7=ir» 

/ Jt_1 / • *r~ i — 

= # — costu.yx — 1) au, 

und zwar bezeichnet die obere Grenze den Logarithmus der mit 
positivem reellen Theile genommenen Wurzelgrösse, dessen imagi- 
närer Theil <4«. Durch (a), (6), (c) wird dieser Logarithmus 
vollständig definirt. 

Der besondere Fall eines rein imaginären x = iy ist übrigens 
im Resultate eingeschlossen; der Logarithmus wird dann — iarccotgy, 
da man $ = $91, y = )'r % — 1 zu setzen hat: macht man noch u = — iv 
so entsteht der Werth (20) für Q n {x), Für ein reelles x, welches 
grösser als 1 ist (0=0), ergeben sich die früheren Formeln von selbst. 

2) Ist im besonderen Falle a? = cos0, und 0<(?<^n, so 
gelten noch die Formeln ad 1), obwohl der Ausdruck des Satzes in 
Worten adl) ungenau wird. Für diesen Fall ist 

(21, a) . . . <?" (cos 6) = r — 

V J K ' J (co8 0+tsin0cosiO" +1 

/o S cotg}0-i*i 
(<3OS0 — tSÜ)0CO8ttf)"dtJ. 

'J 
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Die letzte Formel lässt sich übrigens in die Summe zweier In* 
tegrale mit reellen Grenzen zerlegen. In der That, theilt man 
das Integral in eines von 0 bis — \n\, und eines von — bis 
— Jni-f logcotg^tf, und führt im ersten statt u die Grösse v durch 
die Gleichung «== — ic, im zweiten durch ti = — 4«<+o ein, so 
erhält man 

/ /Mogcotg|0 

(21, b) . . . 0"(cos0) = y (costf+tßmtfsinttO'do 

u 

— t/ (cos0 — iaM0cost>)*dv. 

u 

Das erste Integral ist offenbar reell, während die zweite, — t als 
Factor enthaltende Grösse denselben imaginären Theil wie 



(cos 0 — t sin 0 cos v) n dt>, 



d. h. den imaginären Theil — ±inP n (cos 0) hat, wie man auch schon 
aus §. 24 weiss. Die früheren Untersuchungen machen die Be- 
trachtung des Falles überflüssig, in dem x einen negativen reellen 
Theil besitzt. 

An merk. In ähnlicher Art lässt sich (21) selbst behandeln; 
dass auch für ein beliebiges n dieselbe Relation zwischen den bei- 
den Integralen besteht, beweist man nach der Methode, welche 
§. 8 in der Anmerkung auseinandergesetzt ist. Auch statt der 
Grenzen 0 und oc von t kann man andere wählen, und findet 
durch die Gleichungen zwischen u und t die entsprechenden ftir t*. 

§. 27. Ausser dem bisher behandelten Integralausdrucke, wel- 
cher zuerst in den Arbeiten des Verfassers*) auftritt, lässt sich 
noch eine Anzahl bemerkenswerther Formen flir Q entwickeln. 
Zunächst sollen die wichtigsten Reihen abgeleitet werden, 
die Q entweder für gewisse Intervalle von x, wie die ursprüngliche 
§.22, oder überall darstellen. Man bedient sich dazu am besten 
der Differentialgleichung (9), die man in ihren verschiedenen For- 
men (§. 12) integrirt; hierbei werden zugleich Reihen für P, das 
zweite particuläre Integral derselben Gleichung auftreten, und man 



*^ Cr eile , Journal f. M. Bd. XLII und Bericht aus den Verhandlungen der 
Preuss. Akademie d. W. au Berlin ans dem Jahre 1854 S.666. 
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I 

hat *o eine Quelle, aus der die Reihen des §.4 fliessen, während 
dort jede neue Entwickelung besondere Kunstgriffe erforderte. 

Zunächst entwickeln wir Q, welches schon §. 22 nach abstei- 
genden Potenzen von x geordnet war, nach aufsteigenden Po- 
tenzen von x, mit Hülfe von (9) in der ursprünglichen Form (a) 
des §. 12. | 

Entwickelt man das Integral der Gleichung 

in eine aufsteigende Reihe, und setzt dazu 

z = a^ + a 4 a^+ 2 -f + etc., 

so ist a dadurch zu bestimmen, dass in (a), wenn fiir s die Reihe 
eingesetzt wird, die niedrigste Potenz von x verschwindet. Dies 
giebt a(a — 1) = 0, d. h. a = 0 oder a = 1. Allgemein wird 

(tt_g — 2m)(n + «4-2m+l) 

also das allgemeine Integral von (a) 

* = cM+kN, 

wo c und k willkürliche Constante und M und JV Reihen bezeich- 
nen, nämlich 

jy = g ,(^njj) (n-l)(n-3)(n-r2)(n+4) 
2.3 ^ 2.3.4.5 

Von diesen Reihen bricht je eine bei x* ab, die erste für ein 
gerades n, die zweite für ein ungerades, und die nicht abbrechende 
wird nur bis x = 1 convergiren, für x = 1 unendlich (§. 17). Setzt 
man a; = cos0, und denkt sich 0 «< 0 <C?n> indem sich das Re- 
sultat für den Fall \ n < 6 < n aus dem, welches man hier findet, 
sogleich ablesen lässt, so wird die abbrechende Reihe, bis auf einen 
constanten Factor gleich P"(cos0), während für geeignete Werthe 
von c und k 

<?"(cos0) = cM+kN 
sein mus8. Durch Vergleichung der Coeföcienten von cos" 0 in F 
und M oder N findet man 
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Um zu entdecken, welche Combination von Jlf und N gleich Q n d. h. 



(cos 0 -f- 1 sin 0 coa i *)" + 1 

ist, bemerke man, dass der imaginäre Theil von Q gleich — yP 
Bein muss (§. 34), d. h. dass 

0"(co8^) « *JV-yP"(co80), (n = 2w) 

ITT 

0 w (cos0) = cJir-— /"(cosA), (n = 2m-f 1). 
Im zweiten Falle wird für cös0 = 0 (§. 24) 

C "" ( " 1J 1.3.5... n ' . 
im ersten Falle ergiebt «ich Jfc, wenn man bedenkt, dass 

df / x dt 



^ (< 



[cos 0 + 1 sin 0 cos t ()" + ^ (cos 0 — t sin 0 cos 1 1) 

ist; bringt man die Functionen unter den Integralen auf denselben 
Nenner (cos*0-f sin'flcosSf)** 1 , dividirt durch cos0, und macht dann 

/"°° dt 

dzsin, so wird k = (n+l)i n / - also 

(cosi«) 

i 2.4.6... tt 
; 1.3.5...(n-l)* t ' 

§. 28. Um die Integrale der Differentialgleichung (19) nach 
Potenzen von ^x* — 1 zu entwickeln, bediene man sich der 
Form (c) des §. 12. Es wird dazu (um die neue Veränderliche 
genau zu definiren) q « tfx % — 1 eingeführt, die Wurzel wie oben 
genommen; dadurch ergiebt sich 

(e) . . . e ( Q *-l)^ + W-l)^- n (n+l)<>z = 0, 

eine Gleichung, die zuerst durch eine nach q absteigende Keihe 

1p -f a t q*- 2 -f a 4 q 9 ~* 4- etc. 
iotegrirt werden soll. Man findet durch die früher benutzten be- 
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kannten Methoden 

a(a + l) — fi(n + l) s= 0, 
d. h. a = », — ferner 

(o — 2m) (a — 2m) 
fl2« + 2 ^~^_ a + 2m + 2)(n+a-2m-l) ' 

also die zwei particulären Lösungen, welche wieder als hypergeo- 
metrische Reihen auftreten: 

„ . _/ * » 2»— 1 \ 

wenn man sich der Kürze halber des Zeichens F der hypergeo- 
metrischen Reihe (§. 17) bedient; beide Reihen convergiren von 
p = l bis q = oo. Da P"(<r) nur die »'% (w — 2) le etc. Potenz 
von 0 enthalten kann, wenn man es nach absteigenden Patenzen von 
q entwickelt, Q 9 die — (w+l) te , -(»+3) 1 «, etc., so muss M und JV 
bis auf constante Factoren resp. mit P*(x) und Q*(x) überein- 
stimmen. Diese constanten Factoren bestimmen sich durch die 

P*(x) 

Betrachtung, dass ^ ; und x*+ l Q*(x) für x = oo die Werfhe 

rfcr^- und 1 i".3'.'.'.(2„"n) » während 5 ,,nd re, p- 

die Werthe »* und annehmen. Es wird daher 

fM - 1-8... (8ii-l) » _» 2»-! ' 

f W_ 1.2... n * *k 2' 2' 2 ' ? ^ 

n ., x _ 1-2... n .•„ + i Ii /»+ 1 »+ 1 2n+3 \ 
0 <* ) = 1.3...(2n+l) —' -§T> * >. 

Würde man die Integrale der Gleichung (e) nach aufstei- 
genden Potenzen von q zu entwickeln versuchen, und dazu, 
wie §. 27 

setzen, so ergiebt sich a* = 0 und 

(n — 2m)(g+ 2m-fl) 

(25TF2p 1 

daher eine erste Lösung 
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■ 

Die Wurzeln der quadratischen Gleichung für « werden hier 
gleich, nämlich beide gleich 0; dies zeigt, wie man aus den allge- 
meinen Prinzipien der Integration solcher Gleichungen *) weise, 
dass eine zweite Lösung die Form Mlogif+q hat, wo q eine Po- 
tenzreihe vorstellt. Diese erhält aber eine nicht elegante Gestalt, 
weshalb diese Untersuchungen nicht weiter verfolgt werden sollen. 
Das Historische über diese Reihen findet man bei den allgemeine- 
ren ähnlichen Formeln im zweiten Theile. 

Durch Einführung von u. dgl. als Veränderliche in die 

Gleichung (9) würde man auf Reihen geführt, die nach Potenzen 
dieser Grössen fortschreiten. M. vergl. §. 51. 

§. 29. Die letzte Reihenentwicklung, die hier betrachtet wer- 
den soll, folgt aus (9) in der Form (g), nämlich aus 

(g)... |»(l-r)0-2rJ|_»(n4-D(l-|>-O 5 

sie unterscheidet sich von den früheren dadurch, dass sie für alle 
Werthe von | brauchbar ist. Bisher war nicht bestimmt worden, 
welcher der beiden Werthe | sein solle; es wird nun festgesetzt, 
dass man für x die Grösse 

einführt, wenn x und ^x % — 1 gleiche Zeichen haben, das Zei- 
chen von x übrigens beliebig ist: durch diese Festsetzungen wird 
Jf(J)> 1. Denn es ist 

folglich hat eine von den zwei Grössen x+^x*— 1 einen Modulus, 
der grösser als 1 ist, jedenfalls aber x-\-jx x — 1 einen grösseren 
Modulus als x — ^x % — 1, folglich wird M^+jx^i) > 1. Aus- 
genommen ist nur der Fall x=cos0, in welchem Jf(£) gerade 
gleich M&-% gleich 1 wird; in diesem Falle soll wie an den frü- 
heren Stellen ix^l positiv imaginär sein, so dass, wenn M(& = 1, 
nur solche Werthe { in Frage kommen, für welche J einen posi- 
tiven imaginären Theil hat. 



*) M. Tergl. Enler's Integralrechnung an der schon ohen bezeichneten. 
ßt*Üe, problema 123. 
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Es wird, um z nach absteigenden Potenzen von | zu entwickeln, 

* = r+a,r- 2 a 4 r- 3 +etc. 

gesetzt; man findet dann 

«(a+1) — »(n+1) = 0 
_ (n-f 1+2*» — g)( w -f « — 2m) 

d. h. die zwei particnlären Lösungen 



Dass 



d»/ \ 1.3.5...(2w — 1) 

^ W ~ 2.4.6... (2n) Ä 



ist, weiss man schon aus §. 4, 6/ da ferner JV für | gleich unend- 
lich verschwindet, so kann sich, so lange wenigstens o?>»l, d. h. 
|>1, iV*von Q*(x) nur durch einen constanten Factor k unter- 
scheiden. Multiplicirt man die Gleichung Q = kN mit x 9 + l und 
setzt «=oo, so ergiebt sich 

1.2.3... Ii /c 
1.3.5...(2» + 1) "jp 1 "' 

also, zunächst allerdings nur (§. 22), so lange x> 1, 

<*>••• ™- > -o^>«-- , '(*. ^ O- 

Dieser Werth stimmt wie bewiesen werden soll genau mit dem 
Q*(x) überein, welches früher (§. 23, 19) durch ein Integral definirt 
war, und zwar für alle Werth e von x, auch für die, welche 
einen negativen reellen Theil besitzen oder solche die rein ima- 
ginär, positiv oder negativ sind: man hat nur genau darauf zu 
achten, welcher Werth | nach dem laufenden Paragraphen zu er- 
theilen ist. (Nämlich Jf(|)>l, oder wenn £ = e°> O<0<«.) Im 
§. 30 wird dieses direct bewiesen werden, indem man die Reihe (22) 
durch ein Integral summirt; hier zeigen wir dasselbe auf anderem 
Wege. 

£*Dass die Reihe (22) convergirt, so lange Jf({) > 1, ist ohne 
weitere Untersuchung klar; ebenso sieht man ein, dass die Reihe 
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für J = 1 gerade wie Q m (x) unendlich wird. (§. 17, d. Nach der 
dortigen Bezeichnung ist y = 0.) Ist endlich | nicht gleich 

1, wohl aber = 1, so convergirt die Reihe noch, wie wir 
durch ein Verfahren, welches dem am Schlüsse des §.17 ange- 
wandten ähnlich ist, zeigen wollen; man berücksichtige beim Be- 
weise, dass die unendlich entfernten Glieder der Reihe (nach §.17, c) 
jedenfalls verschwinden. * . 

Um den Convergenzbeweis zu führen, wenn lf(f) = 1 ohne 
dass |=1, setze man = £ und betrachte eine Reihe mit reellen 
Coefficienten a 

«o+flif+ötr+etc., 
welche die Bedingung erfüllt flU-i>a«, a, =0; es muss dann 

«0 + («1 ~ ö o) f+ etC. + (Om— f" = Pm 

mit wachsendem m, so lange M (£) < 1 , einer endlichen Grenze P 

0 

zustreben, die auch noch für M (f) = 1 nicht unendlich wird. Denn 
in diesem Falle haben die Glieder der Reihe als Moduln resp. 
ä 9f (a 0 — a k ) f etc. (Om-i — a m ) ; derModulus einer Summe ist immer 
kleiner als die Summe der Moduln der Summanden, also ist Jf (p«> 
kiemer als 

VH*o— aj-f etc. — a„) = 2a 0 -a„. 
Daher bleibt p M noch für jedes m endlich (als Gegensatz des un- 
endlich Grossen), Belbst wenn M (£) =s 1 ; ebenso 

OL £"* 

Das Glied a», daher y3£> convergirt zu 0 für m = <x>, wenn nicht 
f = 1 ist, so dass die unendliche Reihe 

die Summe j— ^ giebt, wodurch der Convergenzbeweis geliefert ist. 

Bleibt eine convergente nach £ geordnete Potenzreihe bei 
Veränderung von £ convergent, so hat sich die durch sie dar- 
gestellte Function, wie aus den Diementen der Reihenlehre folgt 
eontinüirlich geändert; die durch (22) dargestellte Function, welche 
Qn heissen mag, bis der Beweis geliefert ist, dass sie für jedes x 
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mit Q*(<p) übereinstimmt, ändert eich also continnirlich, wenn £ 
von einem Werthe, dessen Modulns 1, der aber nicht selbst 1 ist, 
continnirlich wächst. Dieselbe Eigenschaft besitzt aber ()*[$] (§• 24, 
Anmerk.) ; denn der Nenner im Integral verschwindet nur (s. eben- 
daselbst) wenn £ reell und <1, also für einen Werth von { der 
hier nicht in Betracht kommt. Daher ist jenes Integral, zwischen 
t = 0 und einer beliebig grossen endlichen Grenze g genommen, 
continnirlich; der Moduh» des Integrales von g bis oo wird mit 
wachsendem g beliebig klein, also das ganze Integral continnir- 
lich, monogen und monodrom für alle | von JT($)al incL, ausge- 
schlossen $ = 1, bis ür({) = oc. Für |>1, also filr Ä(|)>1 
stimmt Q n mit Q 9 [£] tiberein, also auch für Jtf(J) = 1, (selbst wenn 
der imaginäre Theil von £ negativ genommen wird) wegen der 
Continuität. Aber Q n [£] = Q*(x) rar ein { dessen Modulus >1, 
and auch dessen Modulus = 1, wenn der imaginäre Theil im 
letzten Falle positiv genommen wird; folglich ist wirklich die 
Reihe 0« für jedes x gleich der durch (19) definirten Function 

0». 

Dass das oben erwähnte Integral 



f 



((J'+lJ+cosi^«-!))"* 1 
wirklich mit wachsendem g verschwindet, erkennt man sogleich, 
wenn man durch die Substitution e 1 = z die Function unter dem 
Integrale zu einer rationalen nach % macht, deren Zähler vom nur 
it leB , deren Nenner vom 2«-f-2 teia Grade ist.J 

Aus den obigen Betrachtungen folgt also: Welches Zeichen 
auch x hat, wird nur^ar*— 1 mit demselben Zeichen wie x 
genommen, oder positiv imaginär wenn x reell und <Cl, 
immer ist die durch (22) gegebene Function Q n (x) t so- 
bald £ = a?-f Yx*— 1 gemacht wird, gleich der im §.23 durch 
(19) definirten 

Q (x) =f ———^==~ 

Man fasse (22) noch einmal ins Auge, wenn x = cos0, also 
für {« (O<0<*). Für diesen Fall zerfallt 0» nach (22) 
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in zwei Theile, einen reellen A und einen imaginären — Bi, so dasa 

0"(co8 0) = ii-JK, 

W L 2 .i4-Ä(cos(» +1 ). + l^ 0 o.( ) , +3 ) tf 



1.3...(2n+l) 



l,3.(»4-l)(n-f 2) co8(>|+5) ^ etc> ) 



1.2.(2n-f-3)(2n+5) 
während 2? die Reihe wird, die aus obiger durch Vertauschung 
aller Cosinus mit Sinus entsteht. Diese ist aber nach (15) gleich 
lniP*(coBd), so dass man wiederum findet 

(T(cos0) = A-iniP u {GO*0). 
Man vergl. §. 24, a und die (a) unmittelbar folgenden Entwicke- 
lungen. 

§. 30. Der airecte Beweis der Gleichung (22) für alle Werthe 
von x mit beliebigem Zeichen, auf den im vorigen Paragraphen 
hingewiesen wurde, lässt sich durch das Verfahren geben, welches 
Euler *) zur Summation von Reihen durch bestimmte Integrale 
anwendet. Zu diesem Zwecke bedient man sich der bekannten 
Formel, welche die Eul er' sehen Integrale erster Gattung durch 
die zweite Gattung «T oder JT ausdrückt 

w - /'^- 'Ky 

und welche ein positives a und b voraussetzt. Mit Hülfe derselben 
ergiebt sich der Ausdruck des Integrals 

(6) ... y^V-Ml-^-Hl-tti-T^ 0 ^ 

durch eine hypergeometrische Reihe; entwickelt man nämlich 

(l-ti£-'r ( " +1) 

nach dem binomischen Lehrsatze in eine nach Potenzen von nj~ 2 
aufsteigende Reihe, die convergirt, so lange Jf(*g~ 2 ), wie hier ge- 
schieht, nicht 1 Uberschreitet (denn M(£) sinkt nie unter 1), so 
wird das Integral der Summe der Glieder gleich der Summe der 
Integrale, wenn diese nämlich eine Summe besitzen, also (6) ver- 
mittelst (a) gleich 

*) Institution** OftJeaH integralis Vol. H, Beet I, Cap. XI. 
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Um diesen Ausdruck mit (22) in Uebereinstimmung zu bringen, 
setze man a = J, /? = n+1; dass (c) dann noch für ein $, dessen 
Modulus 1 ist (aber nicht { — 1) convergirt, weiss man bereits aus 
§. 29. Multiplicirt man endlich noch mit iT" -1 so wird eine Glei- 
chung erhalten deren linke Seite 

durch die Substitution 



t>— 1 1-fii , 2 



» + 1 ' "~ 1-w ' 1 11 ~~ ^p+T' 

in 

1 dv 



[(i + i><i-i)r^'' 



endlich durch die Substitution c = cost/ in 



w (a?+cosi<.y?^T)" +1 

■ ■ • 

übergeht. Die rechte Seite stimmt aber mi^ der von (22) über- 
ein, da 

JI(— j)nn _ 2.4... (2n) 
JT(»+±) *1.3...(2»+1)' 

* §. 31. Im Vorhergehenden ist die Differentialgleichung (9) 
für alle Werth e von x durch zwei particuläre Integrale P und Q, 
die für jedes x vollständig definirt waren, und dadurch das all- 
gemeine Integral gefunden. P als ganze Function von x bleibt 
stetig, nicht aber 0» man mag es als Function von x oder | be- 
trachten (§. 24, Anmerk.). Der Vollständigkeit halber soll jetzt die 
Frage behandelt werden: Wie setzt sich eine Function z, welche 
der Differentialgleichung (9) genügt und in einem beliebig kleinen 
Intervalle von x gegeben ist, auf einem beliebig gegebenen Wege x, 
der nicht durch den Punkt 1 fuhrt, continuirlich fort, so dass sie 
nie aufhört, der Differentialgleichung zu genügen? Nach der obigen 
Bemerkung über P ist es nur nöthig, die Fortsetzung von Q ivt 
betrachten; aus den allgemeinen. Prinzipien folgt auch, dass wenn 
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man mit Q 9 (x) von irgend einem x, es sei x = x 0) ausgeht dessen 
Modulus >1, man für jedes andere x = x t wieder dieselbe Function 
Q n (x % ) erhält, so lange M(x x )>l, und wenn der Weg, welcher 
von x zu x t führte, nicht in den Kreis eindringt, welcher mit dem 
Radius 1 um den Anfangspunkt beschrieben ist (kürzer ausgedrückt, 
wenn immer M (x) > 1 bleibt); dieser Kreis enthält nämlich die 
sämmtlichen Unstetigkeitspunkte von Q. 

Die anscheinenden Schwierigkeiten dieser Frage, welche eine 
Differentialgleichung zweiter Ordnung betrifft, verschwinden, da 
man ein stetiges Integral dieser Gleichung kennt, welches eine ganze 
Function von x ist. Abel*) hat nämlich eine Methode angegeben, 
die allerdings im wesentlichen schon von Euler**) herrührt und 
seither grosse Verallgemeinerungen erfahren hat, um ein zweites 
Integral einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung durch 
ein gegebenes erstes auszudrücken. Ist * irgend ein Integral der 
Gleichung 

(a)... (l-x^^-%x±+n(n+l)%=0, 

der auch ^(x) genügt, so dass 

d % P dP 

so ergiebt sich, indem man (a).P—(b).z bildet, 

'eC'e-'jkW'e -s) = °' 

I 

also wenn c eine Constante bezeichnet, 

dz dP c 

M T"~ — Z ~i — 



dx dx x*—l } 

endlich nach Division durch F* und darauf folgender Integration 
nach x, 

W) = e Jw-~l){P(x)) % ' 
Soll z für ein x welches > 1, mit Q n übereinstimmen, so muss das 
Integral für x = oc verschwinden, und ausserdem (§.22) die Con- 



dx 



*) Grelle, Journal f. Math. Bd. II, 8.22: Ueber einige bestimmte Integrale. 
**) butitutione* Cakuli integral* Vol. II, Sectio I, cap. IV, problema 104. 
Hei ti e , Handbuch d. Kugelfunctioneo. ß 
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staute c so bestimmt werden, dass für x = oo 

dx 



x»+*z = cP*(x)x»+ l f X 

v J ix'-r 



^ ieich \:lz ( 2n+i) wird - Nun i9t für * = °° 

r (x) 3 .. w _ i-3...(2>i- i) 



ferner der Werth von 



nach angestellter, bei solchen Untersuchungen üblicher Differentia- 
tion gleich 

(2»+l) * 8 -l A/»/ 

oder gleich 

1 /1.2... n Y 
(2»-f 1) Al.3...(2ii — 
folglich c = — 1 , also endlich 

Die Aufgabe die Function a, welche der Differentialgleichung ge- 
ntigt und für Werthe x >• 1 mit Q übereinstimmt, zu verfolgen, 
während x verschiedene Wege einschlägt, ist also auf Betrachtung 
dieses Integrals (c) reducirt. Die Unstetigkeitspunkte , welche in 
Betracht kommen können, sind daher x = + 1 , und x = a, ß, etc., 
wenn durch diese Buchstaben die Wurzeln der Gleichung P" (x) = 0 
bezeichnet werden, die (§.9 und 11) sämmtlich reell, kleiner als 
1 und verschieden sind: es wird sich zeigen, dass durch die be- 
sondere Natur der Function nur die kritischen Punkte i 1 in Be- 
tracht kommen. 

Zerlegt man die Function unter dem Integralzeichen in Partial- 
brüche, so wird sie die Form annehmen 

wenn sich die Summenzeichen auf alle Wurzeln a, ß, etc. beziehen; 
es ändert demnach das Integral, wenn x irgend einen von den 
fi-f- 2 kritischen Punkten umkreist, jedesmal seinen Werth um 2ni 
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multiplicirt mit c, k oder dem betreffenden B, und daher könnte 

man glauben, dass x kerne Function von ~ sei: anders gestaltet 

sich aber das Verhältniss dadurch, dass säramtliche B verschwinden. 
Bestimmt man nämlich c, *, A und B } so ergiebt sich 

1 1 
C= {x+l)(P)*> (a?==1); k== (x-l)(P)*> (:r== 

_1 /x-^oV d ^ (x — a) x \ ■ _ 

also zunächst 

1 / 1 \* 

wenn man mit Fortlassung des Index n unter P'(x) den Differential- 
dP"(x) 

quotienten — ^ — versteht. Um nun auch zu ermitteln, setze man 

so dass 9/(0) zu suchen bleibt. Differentiirt man logarithmisch, 
so wird 

q?(x) _ x 1 P^(aO 

2o)(a?) ~~ a>*— 1 + a? — * P(a?) ' 

Für * = a bleibt 9(07) und endlich, während P frM*-«)i»(g) 

xw ar— 1 7 (a; — a)P(a?) 

sich in J verwandelt. Die erste Differentiation giebt als Werth 

des Ausdrucks 

, (x-a)P"(x) 
P{x)+(x—a)P'(x)> v*" a /' 

die zweite — 2 f»( a ) > 80 da8S 

29(0) a* — l* h 2/ > '(«) 
erhalten wird. Bringt man die rechte Seite auf gleiche Benen- 
nung, so wi rd der Zähler (er*— l)P"(a) + 2 aP'(a), und dieses durch 
die Differentialgleichung n(w-f l)P(a) also 0; daher verschwindet 
(l>'(a) oder B a . Es wird demnach 

a?4- 1 

wo log durch das Integral 



6* 
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»••'•. /"A-Z'-xr 

x J x — 1 J x + 1 

X X 

für a = oo definirt ist. Es ändert sich also js nur bei Umkrei- 
sung der Punkte +1 um ±niP*(x)t 

Die Formeln (d) und (e) geben das Mittel an die Hand, zu 
bestimmen um wie viel ganze Vielfache von niP sich * nach Zu- 
rücklegung irgend eines Weges von Q unterscheidet; es soll diese 

/ix 
— 

schon lange erledigt ist und hier keine weitere Anwendung findet, 
verlassen, und nur das Resultat in den folgenden Paragraphen ge- 
nommen werden, dass für ein x, dessen Modulu» grösser als 1 ist, 

gesetzt werden kann, wo R" eine ganze Function (vom n — l ten Grade) 
bezeichnet. Wäre M (x) < 1 angenommen, so hätte man offenbar 
eine ähnliche Formel. 

§. 32. Der vorige Paragraph lieferte als besonderen Fall eine 
Gleichung (/"), die schon im §. 21 abgeleitet war, und welche gilt, 
so lange M{x) > 1. Die ganze Function R" ist zwar durch die 
Untersuchungen an jenen Stellen vollständig bestimmt, man kann 
sie aber noch, wie Christoffel*) in der schon früher erwähnten 
Arbeit gezeigt hat, in eine besonders elegante Form bringen. 
Um diese zu finden, setze man in die Differentialgleichung (9) 

( i -*')S- 2iE £ +B(B+i) * =o 

für * den Ausdruck 

S = iflogf±l-Ä" 
x4- 1 

ein; der Factor von £log im Resultate ist dann 

x — 1 

d l P dP 

(l-* , >^r- a * aS? + »(».+l)l', 

daher = 0, und es bleibt zur Bestimmung der ganzen Function Ä 



*) Dissertatio inauguralis p. 64. M. vergl. auch die Arbeit desselben Ver- 
fassen: Borchardt, Journal f. Math. Bd. LV. S. 68. 
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die Gleichung 

d*R* dlC » dP n 

oder nach (17) 

= 2[(2«-l)P n " , -f (2»-5)i> ,l ^ 3 + (2it~9)P"" 5 4- etc.]. 
Man entwickele nun JT in eine Reihe von Kugelfunctionen 

R m = 2a m P n -' n , 

m 

und bestimme die Cocfficicnten a; da die linke Seite von (a), wenn 
p»-». ^ r g 68C jj r i e ben wird, sich in m (2w -f 1 — rti) p"~" w ver- 
wandelt, so sind die a so zu bestimmen dass 

Im (2n + 1 - m) a w P"— = 2 -2 (2n - 4 » - 1 ) p»- 2 '" 1 , 

d. h. es wird a 0 , a gt a A etc. gleich 0, und 

(2n — 4p— 1) 
a2M1 ~(2p+l)(»- j p)' 
Man hat demnach die Endformel 

(23) ... <?>) = !/>>) log |±i-Ä w , (*(*)> i) 5 

die Reihe bis incl. P° oder P 1 fortgesetzt. 

Anmerk. Ist jtf (x) < 1 , so wird die gleiche Formel gelten, 

x-\- 1 

wenn nur log- — - nach Anweisung des §. 31 gehörig definirt ist. 

§. 33. Die Formel (23) hat, wie bereits §.21 erwähnt wurde, 
Gauss zuerst angegeben. Neumann (der Vater) kommt*) zu 
derselben von einem Integralausdruck für Q* ausgehend, der, so 
lange M(x) > 1 mit der bei uns definirten Function Q* überein- 
stimmt, für andere Werthe sich von ihr nur um ganze Vielfache 
von inP* unterscheiden kann. (Das Letztere sieht man aus den Be- 
trachtungen des §. 31 sogleich ein.) Man findet das Integral 



*) Cr eile, Journ. f. Math. Bd. XXXVII S. 24: Entwicklung der in ellipti- 
schen Coordinaten ausgedrückten reeiproken Entfernung zweier Punkte in Reihen, 
welche nach dem L aplac e' sehen Y' H fortschreiten, und Anwendung dieser Rei- 
hen zur Bestimmung des magnetischen Zustande» eine» Rotationsellipsoids, wel- 
cher dorch verteilende Kräfte erregt ist. 
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von Neumann leicht aus (14) 

-i-=T(2n+l)f(y)<?>), 

indem man nach (11) den CoefBcienten von P*(y) in dieser Ent- 
wicklung nach P durch die Gleichung 

(24) ... Q'( x ) = if l hiSld 9 

»i x ~~y 

bestimmt. Um von diesem Ausdruck auf die Form (23) zu kom- 
men, setze man die rechte Seite von (24) in 

um; der erste Theil ist das Integral einer ganzen Function von x 
und y, vom Grade »—1 nach jeder dieser beiden Grössen, hat also 
die Form — Ä M , wenn R eine ganze Function (n — l) ten Grades 
nach x, wie oben vorstellt. Der zweite Theil giebt unmittelbar 

iJ"(x)logg- 

Die Formel (24) hat Jacobi*) wesentlich verallgemeinert, 
indem er sie auf Integrale von Differentialgleichungen hypergeo- 
metrischer Reihen übertrug. 

§. 34. Die Kugelfunctionen erster Art wurden im §. 5 als viel- 
fache Differentialquotienten einer Grösse dargestellt, zugleich auch 
die Methoden von Legendre und Ivory erwähnt, welche die 
Differentialgleichung der Kugelfunctionen behandeln. In den fol- 
genden Paragraphen werden die Betrachtungen dieser Autoren, 
nur den gegenwärtigen Zwecken gemäss verarbeitet vorgeführt, 
und vorzugsweise zur Ableitung ähnlicher Resultate für die 
0 benutzt. Es ergiebt sich hieraus zunächst, dass 0" sich als ein 
»fach es Integral einer einfachen Function darstellen lässt; für 
die ganze Function n ,en Grades P* ist dasselbe ohne weitere Unter- 
suchung klar, indem äer n ie Differentialquotient von P* eine Con- 
stante wird. Um Weitläufigkeiten zu vermeiden stelle man sich 
M(x) > 1 vor. 



*) Borchardt, Journ. f. Math. Bd. LVI, S. 154, §. 2 : Untersuchungen Über 
die Differentialgleichung der hypergeometrisohen Reihe. 
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Differentiirt man die Differentialgleichung 

(9)-. -2*-^-+»(»+D* = 0 

«mal nach *, und setzt den ro len Differentialquotienten von s nach 
x gleich z m , so entsteht eine Gleichung von der Form 

deren Coefficienten A und 5 man leicht durch die Betrachtung 
bestimmt, dass A Q =2, J, = 4, etc. 4 OT = 2-f 4 m _i d.h. j4„» = 2(ro+l) 
ist. Ferner wird £ 0 =«(n-H), allgemein 5« = 5 m _i— i4 m _i, also 
#m-i = — A m -2y etc. B^B» — A 0 ] daher hat man 

5 m = J? 0 -(A+A+-+X-i) 

oder 

# m = w (H-fl) — = (« — m)(n+m+l). 

Die Differentialgleichung für *"* ist also 

fit _m fl" m 

(25) ... (l~^)^-2(in+l)a ; ^ + (n-m)(»H-m-fl)^ = 0. 

Für m = n ist die eine Lösung dieser Gleichung eine Con- 
stante, die andere wird durch 

iog £ :=: "" (n ' fi)log(a;2 '" i) 

oder 

r dx 

gegeben. Da s = P" und * = 0* particuläre Integrale von (9) 
sind, so wird, bei gehörig bestimmten Constanten 

dx d H Q" 



,f—* 



gein müssen. Benutzt man den Reihenausdruck für Q n , so ist klar, 
dass 0 und seine sämratlichen Differentialquotienten also auch Q n 
für x = oo verschwinden; das Integral ist daher von x = oo an 

u • * d'Q" (-2)*JIii _(2„+i) . 
zu nehmen. Ferner beginnt mit ^n-fl) g ' 68 

c so zu bestimmen, dass für x = oo 



(-2)*IIn 
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d.h. — c=(— 2) n IIn wird. Man hat also 



dx" J 
und 

wenn das Zeichen dx»+ l eine (»+l)facbe, jedesmal Ton x = 00 
beginnende Integration anzeigt. 

An merk. Um die Gleichung für*"* vollständig zu integriren 
wenn wi>n, kann man nicht in ganz gleicher Art fortfahren, in- 
dem zwar für m = w-f p-fl 

noch immer eine Lösung bleibt, aber die zweite particuläre Lö- 
sung P von (9) durch mehr als »malige Differentiation 0, also 
kein neues particuläres Integral giebt. Man gehe deshalb von (25) 
für m = »+1 aus, also von der Gleichung für z m+i 

d*z n + l d% n +* 
(l-*«)-^-2( M + 2)*-^L 2(*-fl)*«+i = 0, 

von der nur ein particuläres Integral (1— x*)~ n ~ l bekannt ist. Er- 
mittelt man durch Euler's oder Abel's Methoden (§. 31) das 
zweite, so wird das vollständige 

* M+i = r f{\-x % )"dx 

und z n +P+ x der Differentialquotient hiervon. 

§. 35. Eine Integration von (9) giebt entsprechende Re- 
sultate; ähnlich wie die Gleichung (25) lasst sich erweisen, dass 

(25,a)... (l-x!)^ + 2(m-l)x^ + (n-m+l)(n+m)z m = 0 

d m z 

durch m fache Differentiation (9) giebt, wenn gleich z gesetzt 

s _ 

wird. Für m =r n ist {x'—l) n eine Lösung dieser Gleichung, eine 
zweite 
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woraus »ich als vollständiges Integral von (9) ergicbt: 

1)" 



dx 1 ' 



Es muss also bei gehörig bestimmter Constante c der erste Summand, 
als ganze Function, P*(x) darstellen, wie man auch bereits aus §. 5 
weiss, der zweite, da er fUr x = oo verschwindet, bei passender 
Wahl von k die Function Q*{x) geben. Wie früher sucht man 
den passenden Werth von k und findet 

1.3. ..(2m— 1)' 
also einen zweiten Ausdruck von Q: 

» • • • ™ = oxW) VV^' 

Die Gleichsetzung von (a) in §. 34 und hier giebt 

Die Darstellung von Q* durch einen n* n Differentialquotienten 
ist vom Verfasser*) nur angedeutet, von Bertram**) aber erst 
vollständig ausgeführt worden. Letzterer hat auch die Formel (6) 
gegeben (S. 11. Man berichtige dort den offenbaren Druckfehler 
in den numerischen Coefficienten). 

§. 36. Jacob i ***) hat eine merkwürdige seither oft be- 
nutzte Formel für sinm0 entwickelt, die sich durch ganz ähn- 
liche Behandlung einer Differentialgleichung beweisen lässt. Wird 
y = sin m0, (0<.0<n) gesetzt, ferner co8 0 = # gemacht und be- 
zeichnet m eine ganze positive Zahl, so genügt y der Differential* 
gleichung 

(a) ... -^+»^ = 0, 
die durch Einführung von x für 0 in 



*) Grelle, Journ. f. Math. Bd. XXVI, Anmerk. 1, Formel 22. 

**) Jahresbericht über die Königstadtische Realschule. Berlin 1855: Zur 
Theorie der Kugelfunctionen S. 9, Formel 12. 

***) Crelle, Journ. f. Math. Bd. XV: Formula transformationis integralium 
äefinitoinm, pag. 4. 
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übergeht. Eine nnialige Integration verschafft als Gleichung für 
eine Grösse y„, welche durch »malige Differentiation nach x in y 
tibergeht: 

fllr n = m ist das eine Integral derselben eine Constante, ein andere» 
so dass der ursprünglichen Gleichung (a) jedenfalls 

,=£ä(<.-*'>-) 

gentigt, während (a) andrerseits durch 

y = acosrotf-f 6sinwi0, 
wo a und b Constante bezeichnen, vollständig integrirt wird, und 
bei gehöriger Wahl dieser Constanten die beiden Werthe von y 
übereinstimmen müssen. Für 0 = 0 i?t x = 1 , und der (m — l) ,e 
Differentialquotient einer Function von der Form (1 — x*) m ~ l mal 
y'l — jedenfalls 0; daher muss a gleich Null sein, und der obige 
Werth von y-ist nur 6siniw0. Dividirt man durch sin0 = x % 
und setzt 0 gleich 0, so wird auf der einen Seite mb erhalten; 

r- 1 



das Resultat auf der anderen Seite wird der Coefficient von n ^ m __^ 
in der Entwicklung von 

nach Potenzen von h, fllr x = 1. Die zu potenzirende Grösse 
bringe man in die Form 1— x 9 — (2x+h)h und entwickele dann 
nach dem binomischen Lehrsatze; das letzte Glied welches einen 

» m — 1 

Beitrag zu dem Coefficienten von — liefern kann ist dann 

b JT(ro— 1) 

, x »-i(2ffl -l)(2m-3)...5.3 jl-x* , tek _ , ^ L ^i 
(-1) 2^=i U 2 *+ A W > 

während die früheren Glieder höhere Potenzen von ^1 — x* im 
Zähler enthalten, also für x=l verschwinden. Es bleibt daher 
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für * s= 1 nur der Beitrag dieses Gliedes, also die Gleichung 

m6 = (-lf- 1 .3.5...(2m-l), 
so da88 schliesslich erhalten wird: 

sinmö _ (-1)"- ( 
(*)••• ~^ ~ 1.3.5. ..(2m-l) di^V 1 x > ) 

wenn x = co»0, 0 < 0 < «, und (1— x')~ die (2m— 1)'« Poten« 
der positiven Grösse yl — ? bezeichnet; die Zeichen für die an- 
deren Werthe von 6 ergeben sich dann von selbst. 

Die Gleichung (26) ist etwa auf diese Art, mit Benutzung der 
Differentialgleichung, von Liouville*) abgeleitet, während Jacob i 
den Ausdruck (26) fand, indem er direct den (m— l) len Differential- 
quotienten vermittelst einer Formel von Lacroix bildete. 

§. 37. Bequemer erhält man die Darstellung der Lösungen 
als it tcr Differentialquotienten durch Ivory's Verfahren, welches 
hier sogleich in der Verallgemeinerung von Jacobi**) mitge- 
theilt werden soll. 

Bereits Euler***) hat gezeigt, dass die hypergeometrische 
Reihe y = F(a, ß, y, u) der Differentialgleichung 

genügt; wird eines der beiden ersten Elemente a, ß, eine negative 
ganze Zahl — n, und nur dann bricht die Reihe ab, so dass 

tt(1 " M) Ö +(y ~" (a+1 ^ n)u >S +wa y ==0 
durch eine solche hypergeometrische Reihe erfüllt wird, welche 
zugleich eine ganze Function n** n Grades von u ist. Jacobi be- 
handelt die vorstehende Form der Gleichung; hier soll sie vorher 

1 x 

durch die Substitution u = in eine andere Gestalt gebracht 

werden, in welcher dieselbe sich den hier vorkommenden Glei- 
chungen näher anschliesst, nämlich in 



*) Liouville, Journal de Math. Tom. VI: Sur une formule de M. Jacobi, 
P»g 69. 

**) Borchardt, Journ. f. Math. Bd. LVI (Zur hypergeom. Reihe §. 3.)- 
*) Institut. Calc. integr. Vol. II, Sect. 1, Cap. X, probl. 130. 
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oder, wenn für a und y andere Buchstaben eingeführt werden, in 

(27) ... (l-x*)^+(a-bx)$L+n(b + n-l)y = Q. 

Diese Gleichung untersuchen wir nun, ohne das bisher in diesem 
Paragraphen Gesagte vorauszusetzen. 

Differentiirt man (27) nach x und macht y m = so ent- 

steht 

(«)... (l-x*) < L^ + (a-(2tw+6)x)^ + (*_,*)(„+«+ = 0. 

Hieraus folgt sogleich, dass für m = n ein Integral von (a) eine 
Constante, dass also eines von (27) eine ganze Function von x ist; 
diese und ihre Differential quotienten sollen nun weiter betrachtet 
werden. 

Die linke Seite von (a) lässt sich durch Zusammenfassen der 
beiden ersten Glieder in ähnlicher Art umformen, wie früher (§. 12) 
die Gleichung (9) aus der ursprünglichen Gestalt (a) in (6) ver- 
wandelt wurde. Macht man zur Abkürzung 

6— -a 6+« 



M m =(l-X) 2 (l + tf) 2 



so geht (o) nach Multiplication durch M m in 

(6) ... j-(M m + l} T^) = -( n -m)(n + m + b-\)M m y* 

über. Diese Formel wende man hintereinander auf die Fälle 
m = 0, 1, 2 etc. bis («— 1) an; im letzterem Falle ist eine 
Constante: es wird dann M 0 y durch den ersten Differentialquo- 
tienten von M t y' f also den zweiten von M t y", etc. endlich den » ,fn 
von M n y* oder von M n ausgedrückt, und man erhält, dass jede 
ganze Function n** n Grades y, welche (27) integrirt, die Form 

■ • 

(c) ... M Q y = k-^(M n ) 

hat, wo k eine willkürliche Constante bezeichnet. Für a = 0 und 
6 = 2 giebt (c) unmittelbar Ivory's Resultat nach seiner Methode 
abgeleitet, dass nämlich 
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ist. Bleiben a und b allgemein, so hat man Jacobi's Resultat, 
die Darstellung einer gewissen, noch näher zu betrachtenden gan- 
zen Function durch einen vielfachen Differentialquotienten. 

Um dieselbe aufzusuchen, integrirt man (27) durch eine nach 
Potenzen von u aufsteigende Reihe und findet 

b — a 1 — x y 



v f . , - b — a l—x\ 



also 



b—n—2 £+n-2 



(28) ... (1-*)" i' \i+^ T 'w(_^6 + „_i,>_f Ll£) 



2 ' L» 



Durch Vergleichung der Coefficienten von den höchsten Potenzen 
von x auf beiden Seiten findet man schliesslich 

, t^r 

(6— o)(6— a-f-2) ...(6— a+2w— 2) ' 
§. 38. Die früheren Formeln, auf specielle Fälle angewandt, 
geben interessante Resultate, von denen einige hier zusammenge- 
stellt werden sollen. 

Man betrachte die Werthe von Q°(x) in den verschiedenen 
Fällen. Aus (20) folgt, dass für ein positives reelles y, also für 
ein positives rein imaginäres x 

— — —. == = — iarc cotgi/ 
y-f cosi/.yy*-}-! 

ist, wenn der arc. zwischen 0 und 4» liegt. Es würde 

-f y+cosif.yV-M 
also = tarc cotgy sein. Das Integral (o) geht durch Vertauschung 
▼on costf mit — costf in 

dt 



= arc cotgy — n 



{, y— cost/yy'-fl 
über (§. 24, 6). Ist a? reell, positiv und >1, so wird ferner 
nach (20,a) 
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A+Bcoiit+Cilnit , wo 

A = a, B = 6costv, C = 6sintt> . 
In den beiden ersten Fällen (ad 1 und ad 2), auf die wir uns hier 
allein beschränken wollen, erhält man dann die Resultate, die für 
ein reelles positives A gelten: 

1) Ist B reell und positiv und Ci reell, so wird 

2) Ist B reell und positiv, ferner Ci reell, so wird 

(29,6)... J A+BcoiU + CÄuit 

— X 



und 



— » 



dt 



A — ßcostf + Csint/ 



2 / A \ 

■ ■ ( arc cotg - — n I, 



(0 < arc cotg <f > 



Die Bedingung ist noch hinzuzufügen, dass ad 1, ^A % — B % — C 
und ad 2, /B f + C Ä — A* reell (positiv genommen) sei. 

Obgleich am Schlüsse dieses Kapitels im §. 42 bei Gelegenheit 
der Untersuchungen über die imaginäre Substitution (29) noch ver- 
allgemeinert auftritt, so werden die hier gegebenen speciellen Fälle 
doch nicht überflüssig sein, da es immer einige Rechnung erfordert, 
wenn das allgemeine Resultat auf besondere Formen angewandt 
werden soll. 

*§. 39. Wir gehen jetzt zu einer neuen von Laplace in 
der Me*canique Celeste für die P unternommenen Untersuchung über, 
nämlich zur Betrachtung der Kugelfunctionen für unendliche 
In die es ». Man kann sich dazu sowohl der Reihen bedienen, 
wie es hier, als auch der Integral form, was im §. 40 geschehen 
soll, um dort die für solche Zwecke üblichen Methoden zu erläutern. 
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Die Reihen, welche zu Grunde gelegt werden, sind für 0» 

im §. 29, Formel (22), für F(x) im 4, (o) und (6), abgeleitet. 

Es zerfällt welches wir zuerst betrachten, in einPro- 

duct von einer Constanten 

-o 2.4... (2n ) 
" ~ 1.3...(2w+l)' 

ron jf""" 1 u n d einer Reihe, die für alle in Frage kommenden | 

convergirt, und für « = ao in 

i i 1 >-2 , 1.3^^4 1.3.5 ,...6 . 

übergeht, welches bekanntlich gleich (l— {~ ? )~* ist, wenn die Wur- 
zel mit positivem reellen Theile genommen wird, oder 



2^-1 

Bei einigen Anwendungen ist es nicht noth wendig c„ für n s= <x> 
zu untersuchen; unten wird aber der Vollständigkeit halber auf 
gewöhnliche Art c x abgeleitet werden. Man hat also 

©; (f +, (>>,) - Gr + ,.)*, 

wo *„ mit wachsendem n zu 0 convergirt. 

Ist M({)>1, so lässt sich der Werth von F(x) durch 
§. 4, 6 auf gleiche. Art finden. Setzt man nämlich 

"~ 2.4... (2«) 7 . 

»o wird 

«=» ri— § 

War aber Jf({f) = 1, so darf die Grenze der Reihe, welche in P 
auftritt, nicht auf diese Art genommen werden, indem zwar die 
ersten Glieder der Reihe abnehmen, die darin auftretenden Zahlen- 
coefficienten aber später wieder zunehmen, so dass z. B. £~" +2 , §~ 9 

resp. mit den endlichen Grössen ^n—i ' 1> n^^pHcirt Bma< » 
wird das richtige Resultat von der Reihe (a) des §. 4 ausgehend er- 
halten, wenn diese nur bis cos 1.0 oder cos 0.0 fortgesetzt, dafür 

Heil«, Handbuch d. Kugel funcilonen. 7 
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aber verdoppelt wird. Um mühsamere Untersuchungen fcu ver- 
meiden, Bedient man sich bequemer der Gleichung (15), nach der 
für n = oo, wenn 0 <. 6 <C n, 



2 

wird, d. h. 



— P"(cos0) = c4sin(n+l)0+isin(fi+3)0-fetc.] 



2t \j/TI^ j/i_ e -2* / 



wo die Quadratwurzeln positiven reellen Theil erhalten, also 

id 

2 



i+i -4 

e 



zu setzen ist. Man findet demnach 

P (CO8 0) = cos( — — 0— — )• 

*/2sm0 V 2 4/ 

Um die Formeln fertig herzustellen, bedarf es nach 
der Angabe des ungefähren Werthes von 

, Tin 2 1, 

n y JZ(si+i) ' ** (2n+l) 
welcher sich mit Anwendung der bekannten Formel 

n(a) = ftk e- ö a°+*, (a = oo) 

als 



-f 5 



2 71 



2w+l 
ergiebt. 

Hieraus folgt endlich der Ausdruck von Laplace*) furn = oo 

(«)... P"(cos 0) = l/—^ cos 0- £), 
ferner allgemein in den übrigen Fällen 

(6) P» = -^=- 7 — — 

und für jedes ar 



» 



*) Me*canique Celeste Tom. V, Li vre XI, no. 3, und Supplement au 5« volujne. 
. 1. 
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Üm ohne Anwendung der Hülftformel für II(a) den Werth von 
c. abzuleiten^ bemerke man, dass 



ist. Dies verwandelt sich durch die Substitution y = — in 



zerlegt man das Integral in eines von 0 bis zu der endlichen 
Grenze a, und von a bis oo, so verschwindet das letztere offen- 
bar für n m oo , während das erstere in 

VnJ f n 

übergeht. 

Aus den Formeln (a), (6), (c) folgt für das Product P n (x)Q 9 (y), 
wenn ij sich ebenso auf y wie J auf # bezieht, dass dasselbe für 
n = oo gleich 

i. 1 -riv 

wird, wenn nicht ^f(|) = 1, dass es also in's Unendliche wächst, 
wenn nicht Af| < My, in diesem Falle aber zu 0 convergirt, dass 
es ferner gleich 

n 9 COÄ V 2 4/r sm0(l-ir 2 ) 

ist, wenn a?» oosÖ, d. h. = 1. Daher verschwindet es aller- 

, aber wie — , wenn M(tj) = 1 , sonst wie eine Potenz 



n 

1 

von — 

n 



• §.40. Laplace leitet den Werth (a) für P* an der oben er- 
wähnten Stelle aus seinem Integrale (5) ab. Nach dieser For- 
mel ist 

nP*(x) = / U-f cos<p ^x % — lfdrp; 

> i tf 

zerlegt man das Integral in eines von 0 bis \n und von \n bis n, 
bringt das letztere durch die Substitution n~(p für <p auf die 

7* 
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Grenzen 0 und \n, fuhrt endlich für sin'+y die Veränderliche * 

ein, so wird nP* gleich 

V v f 'y*yi-» * 'y*^ 

Im weiteren Verlaufe soll nur das erste Integral ausführlich unter« 
sucht werden, da das zweite eine gleiche Behandlung gestattet; 
wir wollen auch, wie hei Laplace geschieht, nur den Fall x = co80 
betrachten, den einzigen, welcher Schwierigkeiten darbietet. Da 
man das Resultat schon aus §. 39, («) im allgemeinen kennt, so 
kommt es hier hauptsächlich darauf an, die Vorzüge, welch« die 
Untersuchung in der Integralforra hat, nämlich die genauere Fest- 
stellung des Fehlers, in's Auge zu fassen. 

Es ist also a> = cos0, 0<0<n, £ = cos0+isin0, = tsintf; 

setzt man 

a = 2 V£^nL = 2sin , 0-Hsin20, 
so ist der Grenzwerth für n s <x> von 

aufzusuchen. Da die Norm, das Quadrat des Modulus, von 1— -a* 
gleich 1 — 4 sin* 0(a — «*), also am grössten nämlich =1 fllr * =? 0 
ist, so werden die Theile des Integrals, in denen * nahe an 0 liegt, 
bei grossem n den Hauptbeitrag zu J liefern : man zerlege deshalb 



J in die Summe A+B s wo durch A das Integral von 0 bis — be- 

n 

zeichnet wird, wenn Ä eine beliebig grosse, aber von n unabhängige 

A 

Grösse vorstellt; die Grenzen von B sind — und ±. Den einzigen 

Beitrag zu J, der beachtet werden muss, liefert A, wie gezeigt 
werden soll; zugleich wird dieser Beitrag gefunden. 

Um Bpäter die Untersuchung nicht weiter unterbrechen 
zu müssen betrachte man zuerst den ungefähren Werth von 
(1— a»)", wo M(az) sicher unter ain0 liegt, da *<±. Es wird 
log(l — az) n = nlog(l— oss); der log(l— a») ist in eine convergente 
Reihe entwickelbar: 
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a** 1 a*z $ 
— log (1 — az) = as+ — — + — - — (- etc. 

a) Die rechte Seite der Gleichung hat offenbar einen posi- 
tiven reellen Theil. Der M(az) ist kleiner als 1 und az hat einen 
positiven reellen Theil 2sin Ä 0.*. Setzt man az = p±qi, so ist 
l — <u also s=l— p+-qi; 1— p und q sind beide kleiner als 1, alao 
auch ihr Modulus. Daher wird 

l—o» = r(cos9+t8inqp) 

wo r < 1, und 

— log(l — as) = — logr — <pi 
hat einen positiven reellen Theil, und dieser Theil ist gleich 
-logJIT(l-a»). 

b) Da (M(l-az)y oder 

JV(l-o») = l-4sin l ö(»-» Ä ) 
(s. o.), und da »— » Ä sein Maximum für »==0, sein Minimum cos'0 
für » =• 4 erreicht, so nimmt der reelle Theil von — Iog(l— a») 
mit » von » = 0 bis » =■ \ zu. 

c) Hat daher der Modulus von 1 — az an irgend einer Stelle 
einen um einen endlichen Werth von 1 verschiedenen Modulus, 
so wird er für grössere » sich noch mehr von 1 unterscheiden. 
Es wird also von diesem Werthe z an bis » = £ immer log(l — az) 
die Form haben 

log(l-o») = -V-ffi, 
wo ij positiv und angebbar ist, also 

(l—az) n = e" n n(co8q> — is\ng>). 
Unser Integral verschwindet also von diesem Werthe von z an 
bis » = 4 genommen, wie eine — w ,e Potenz mit wachsendem n, 
kann daher vernachlässigt werden, wenn wie hier geschehen soll 
nur Fehler beachtet werden, die wie negative Potenzen von n selbst 
verschwinden. 

d) Es wird sich zeigen, dass (1 — as)" einer endlichen Grenze 

zustrebt, wenn z zwischen 0 und ^ liegt, wie gross auch h ist; 

dass es schon wie eine Exponentialgrösse, die im Exponenten 
eine Potenz von n enthält, verschwindet, also vernachlässigt werden 
kann, wenn » die Form hat » = wo b beliebig klein positiv* 
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aber nicht Null und ebenso wie * von n unabhängig ist. In der 
That hat — nlog(l — az) dann einen Werth, dessen Glied von 
höchster Ordnung nacli n gleich an* d. h. 

a*n b = *(2sin Ä 0 + tsin20)»* 

wird, dessen reeller Theil also positiv =• 2*sin , 0.n* ist; die folgen» 
den Glieder von der Ordnung n b ~ l } »*"■*, etc. (6 — 1 ist schon ne- 
gativ) nehmen schnell mit wachsendem n ab, und der Jlf(l — av)* 
hat als ungefähren Werth 

Es bleibt also nur noch der Fall 6 = 0; in diesem setze man 3 = -*- 

Ii 

wo y zwischen 0 und h liegt. Dann ist, genau bis auf Glieder von 
der Ordnung ~ 

«log(l — <w) = —ay, 
also mit Vernachlässigung aller Glieder, welche n im Exponenten 
enthalten, 

(l-a*f = e"<", (»«JL, 0<y<a). 
Es wird schliesslich 



nach der Substitution « = — 

n 



rJ 



k —au rf * 



also bis auf Grössen von der Ordnung excl. genau 
Nimmt man A immer grösser, so entsteht 



2nsm0 C ' 
so dass man nach Multiplication von /» mit e n0i den Werth des 
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ersten der beiden Integrale erhält, deren Summe nP* giebt; das 
zweite geht hieraus durch Vertauschung von — 6 mit 0 hervor. 
Behält man deshalb nach der Multiplication nur den doppelten 
reellen Theil bei, so findet man für *P B (cos0) die Formel (a) des 
vorigen Paragraphen. 

Auch Dirichlet' s Integrale (§.10) liefern dasselbe Resul- 
tat für P*(cos0), wie man durch nachfolgende Betrachtungen ein- 
sehen wird, die der Verfasser kein Bedenken trägt hier mitzutei- 
len, obgleich er sie einer ungedruckten Arbeit entnimmt, nämlich 
der Nachschrift eines Vortrages von Dirichlet über "Wahr- 
scheinlichkeits- Rechnung, welche etwa aus dem Jahre 1837 her- 
stammen mag. 

Dirichlet betrachtet statt der von uns abgeleiteten Integrale 
für JP"(cos0) allgemeinere, welche entstehen wenn man statt der 
— 4 len Potenz von 1 — 2acos#-f-« 2 die — * te nach Potenzen von a 
entwickelt, wobei * < 1 genommen wird. Indem wir ihm hierin 
folgen, suchen wir den Werth für n = cc von 



f° cos mfj cos sipdip /* n cos»V>cos*(« — %i))dxj) 

— COS0IVV 



(2(cosV/— cos0))* •/ (2 (cos 0 — cos y)) H 

auf; fttfr i ist U = P. Um das zweite Integral so umzuformen, 
dass es dem ersten ähnlicher wird, setze man darin 0 = n — tj und 
führe n — %p für \p ein: dann geht es in 



, y, i * cos nxjj cos sipdyj 
' ~~ ' ' (2 (cos \p — cos ij)y 



über, so dass sich U aus vier Integralen derselben Form zusam- 
mensetzen lässt. Macht man nämlich 



1 f 9 



con atpdip 



S (2 (cos y— cos 0))* 
so wird 

Betrachtet man eines, z. B. das erste von diesen Integralen, so 
wird der Theil der Function unter dem Integralzeichen am meisten 
zum Werthe des Integrals beitragen, für welchen y nahe 6 ist; 
Betzt man deshalb y> = 0 — q>, so wird 
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2 u nJ(a,a) 

= cos aß/ _r_r -f BinaÖ/ — -— , 

I 

oder wenn * eine kleine endliehe Grösse bezeichnet, nahe 
(2*md)'nJ«t, 0) = cos aef' CMa * d * + »in »I? f'SSSt*S. . 

II ^ 0 ^ 

Macht man a == n-f * und aq> — \p, so verwandelt Bich die rechte 
Seite mit wachsendem w, durch die bekannten Formeln 



_^ = B1 „_r(i-») > 

/** sini/xty *fi _ , , 

0 T 

in 

, hat 

(»+«)*- ' /V ->) «n(^ + <■+•> 0' 
eo dass man erhält 

Jini,«-™-« a <^ +ln + ^ 
Hieraus folgt, wenn man im Nenner n für n+s setzt, 

2 ra-*) sin \T + ne ) consd 

* (2sin0) » 
addirt man hierzu (— l/*mal den Werth, welcher durch Vertauschnng 
von n — 0 mit 6 entsteht, so erhält man U, und ftlr « = { den 
Werth (a) des §.39 für P"(cos0). 

* §. 41. Nach diesen Betrachtungen kehren wir zu den Un- 
tersuchungen des §. 17 zurück. Es war dort durch nicht gans 
strenge Schlüsse die Entwicklung 

(o) . . . — !— = T(2n+l)r(x)0"( 9 ) 
y — * n=o 

gefunden; jedenfalls mnsste an jener Stelle y>l vorausgesetzt 
werden, da 0 für keine anderen y definirt war, ferner *<y, end- 
lich waren x und y reell. Es sollen jetzt die Bedingungen 
ermittelt werden, unter welchen die Gleichung (a) statt« 
findet. 
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Zunächst ersieht man aus §.39 sogleich, dass die Reihe (o) 
divergirt, wenn M(£) ^ M(n)\ man nehme deshalb an, es sei 
*(©<*(,), d.h. 

jr(»+y?=r)<ir(y+^-i). 

Durch die Integrale §.7 und 23 transformire man das n** Glied 
der Reihe (a) in 

2«-fl f*. t f* (a-fcos? jx^lY j 

summirt man eine endliche Anzahl von Gliedern, so darf unter 
dem Integrale summirt werden, so dass man hat: 



2* 



die Integrale zwischen gehörigen Grenzen, d. h. 0 und *i oder oe 
genommen. Die Summe jb+i+Jb+a + etc. in infin. wird mit wach- 
sendem n beliebig klein (§.39); wenn auch die rechte Seite der 
Gleichung in dem Falle beliebig klein wird, das» dort die Summe 
nicht von 0 bis n, sondern von »-fl bis oc erstreckt wird, so dürfen 
daher beide Summen zugleich von n = 0 bis n = oc genommen 
werden. Nun ist wegen der gleichen Zeichen von x und yi 1 ^! 
sicher 

M(x+cos<p]/x^)<M(x+jx T =i), <Jf(D 
M(y + coEit}^l)->M(y + ^^l) f >*(*); 
daher wird der Modulus der von (»+ 1) an genommenen Summe 

unter dem Integrale, wenn man m(— ) = f macht (wo 
kleiner als 

1 

«Jlf(y+cos»ny— 1) n+i ' 
Die multiplicirende Summe ist bekanntlich eine endliche Grösse 

die mit wachsendem n verschwindet, also der Modulus des zu un- 
tersuchenden Integrals 

dt 



M(y+cosit )V-1) 



Digitized by 



106 I. Theil. Drittes Kapitel, §.41,29. 

Das» hier das Integral nach t, also der ganze vorstehende Ausdruck 
endlich ist und dann natürlich wegen s mit wachsendem n ver- 

schwindet, zeigt sich sofort, wenn costf in — - aufgelöst, und 

der Grad des Nenners in Bezug auf e* beachtet wird. Es ist dann 
klar, dass das Integral nach t von einer Zahl h bis oo mit wachsen- 
dem h verschwindet; das Integral zwischen endlichen Grenzen 0 
und h einer nicht unendlich werdenden Function bleibt ferner end- 
lich, also auch das ganze Integral von 0 bis oc. 

Der Satz, welcher oben benutzt wurde, dass der Modulus eines 
Integrals einen kleineren Werth hat als das Integral des Modulus, 
ist eine unmittelbare Folge des andern, welcher schon im §.29 
ohne Beweis angewandt wurde, dass nämlich, wenn u und © zwei 
beliebige Grössen vorstellen, 

J*(w+0) <*(«)+*(©). 
[Zum Beweise des Satzes mache man 

u = re% v = geW. 

Dann ist 

M (u+t>) = ir % + 2r(t cos (<p —tlf) -f Q * 
also d. h. <r+p, weil eine Seite des Dreiecks 

kleiner ist als die Summe der beiden andern.] Diese Formel auf 
unendlich viele Summanden angewandt, beweist den Httlfssatz. 
Wird berücksichtigt, dass 

so kann man aus der Formel, welche nun die Summe der unend- 
lichen Reihe 2(2n+l)P n (x)Q*(y), die in (a) vorkommt, giebt, die 

o 

folgende 

(6)... — f"d* f n (y + costoV— l+s+cosyVSTZI) 
u o (y +cosit iy »— 1 - x - cos y }jx x - \) % 
ableiten, und es ist nur noch zu zeigen, dass dies Integral 
(y — x)" 1 wird: in der That giebt die rechte Seite von (tf) deu 
Ausdruck (6), wie man sah, so oft 

(c) ... M _(»+ ixT^i) <. M(y+ tff^T) ; 
so oft also (ö) ausgeführt (y — »)" 1 giebt, ist (y — x)~* in die 
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Reihe (a) entwickelbar, natürlich (c) voran sgesetst. Es wird nun 
stierst die Gleichheit unter der Voraussetzung eines reellen x 
und y bewiesen, wenn ausserdem x<Cy und y > 1 gedacht wird; 
hierdurch vermeidet man lästige Untersuchungen über die Zeichen. 
Zweitens schliesst man aus dem Bestehen der Gleichheit im er- 
wähnten besonderen Falle auf das in dem allgemeinen. 

1) Es ist (§. 6) 

_i_ r* cUp i 

♦ • . 

wenn 

a = y — rr + cosif.yy— 1 
b = fiS^i 

gesetzt wird; hieraus folgt, z. B. durch Differentiation unter dem 
Integrale, 

*J (a-6co89) , ~ (j/STZy«)* 

1 f n cosqpdy 6 , 

«y (a-ftcosy)* ~" (l^ 711 © 1 ) 8 ' 

wenn man überall die reelle Grösse Ya* — b* positiv nimmt. Das 
innere Integral in (b), roultiplicirt mit ~, ist dann 



(y4-co8tf)V— 1) — 1 



[y*- 2xy + 1 + 2 (y - x) cos t t itf^l + cos* i < (y Ä - 1 )f 

Macht man 

* = y+ coB«*}y-l, 

so ist der Ausdruck (6), nach * unbestimmt und noch nicht zwi- 
schen 0 und oo integrirt, 



1-2^+0' ^i_2zy+ a « 



1 yi-2gy + s t 

Setzt man für s die Grenzen 00 und y-f Vy*— 1, so wird wirklich 

erhalten. 
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2) Die Function unter dem Integrale in (6) wird nur unendlich 
wenn der Nenner verschwindet, bleibt also endlich sobald (<?) be- 
steht; y — x wird nur 0, wenn y = x, also auch bleibt end- 

y * 

lieh, so lange x und y die Ungleichheit (c), Jf({) < Jf(ij) erfüllen. 
Fuhrt man statt x, y, ^x^l, in die zu integrirend« Func- 

tion £ und rj ein, so entsteht links 

2 

rechts das Integral einer Function, deren Nenner, mit Fortlassung 
con st anter Factoren, das Quadrat von 

% cos* it + ir* sin • 1 1 - | cos 1 g> - f* sin» <p 
ist, deren Zähler sich von diesem Ausdrucke nur im Zeichen von £ 
unterscheidet. Diese Function ist offenbar monodrom nach | und 9 
(nach a; und y wäre sie nicht monodrom), als rationale Function 
derselben auch monogen (hat also, so lange JV({) < Mty) die drei 
Eigenschaften, welche die Function, wenn sie für alle | und fj gel- 
ten, nach Cauchy synektisch machen). Ein Integral der Function 
nach Constanten in Bezug auf £ und tj, hier <y> und t zwischen 
endlichen Grenzen resp. 0 und je, 0 und h, ist daher gleichfalls 
endlich, monodrom, monogen. Da das Integral, wenn man es nach 
t von h bis co genommen hätte, mit wachsendem h verschwinden 
würde, so hätte man auch eine Function mit den genannten drei 
Eigenschaften erhalten, wenn man nach (p und t von 0 bis resp. n 
und 00 integrirt hätte. Wir besitzen daher zwei Functionen von | 
und fj, nämlich (6) und (y — welche gleich sind, wenn x undy 
reell, x < y, y > 1, d. h. wenn tj reell und > 1, | reell und > 1 
oder = CO80+ tsin0, wobei jedenfalls M^<tj, Diese Functionen 
sind, so lange M(£)<<M(Tj) bleibt endlich, monogen und monodrom: 
sie sind daher gleich fUr alle f und 17, so lange M(g) < M(ij). 

*§. 42. Das Integral von La place 

P\x)^^f n (x+coBg>^x T ^T) m ä( P 

zeigt, dass bei der Entwickelung von (x-^cos^^x* — 1)" nach Co* 
sinus der* Vielfachen von g> in die endliche Reihe 1 
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-f c, cos (p + c, cos 

das Glied c 0 gleich f(a>) ist. Diese Entwicklung könnte man 
dadurch erhalten, dass (a?-f cos a> j^a:* — 1)" zuerst nach Potenzen von 
cos 9 geordnet wird, und dass man dann die Potenzen von cosy 
in Cosinus der Vielfache nach den bekannten Formeln umsetzt. 
Da n eine ganze Zahl vorstellt, so würde die Entwickelung nach 
den Potenzen noch unverändert fortbestehen, wenn für cosijp eine 
beliebige Grösse, z. B. der Cosinus eines imaginären Bogens ge- 
setzt wird; der Ausdruck der Potenzen von cosqp durch die Cosinus 
der Vielfachen bleibt in diesem Falle derselbe wie bei reellem <p, 
und man findet daher, wenn %fß und / reelle Grössen vorstellen und 
c die früheren Constanten sind, 

(x + cos (qp- tff - tf) Vx«— 1)" 
= c.-j-^cosfop— V/—if)-M t co8 2(g>— ^i— j/)-f etc. 

Hieraus folgt nach §. 10, indem die Reihe rechts nach Cosinus und 
Sinus der Vielfachen von <p fortschreitet, 

(30) ... P» = (x+coBicp-V-itH/x^iydfp, 

0 

so dass in dem früheren Ausdrucke von P, wenn er auf die Gren- 
zen 0 und 2n gebracht wird, die imaginäre Substitution ge- 
stattet ist, ohne dass dadurch die Grenzen sich ändern. 

■ 

Es soll nun untersucht werden, ob das Gleiche auch mit dem 
Integrale (19) für Q, nachdem dort dio Grenzen 0 und oo in — oo 
und oc timgewandelt sind, d. h. mit 

Q* tg>\ — 1 f ^ 

V-* (a^*teos•<y r £^)" +, 
der Fall ist: dass man * ohne die Grenzen nach t zu ändern mit 
H* u vertauschen kann, wenn u eine reelle Constante vorstellt, ist 
ohne weiteres klar; es fragt sich nur, ob man t mit t+tpi vertau- 
schen darf wenn y reell ist. Es wird deshalb das Integral 
( v dt 

betrachtet; zu ermitteln bleibt, ob (a) von V unabhängig ist 
Zuerst fragt es sich, für welche yj auf einer Kreisperipherie 
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der Nenner in (a) verschwindet, das Integral also Beine Bedeutung 
verliert. Man betrachte zunächst die besonderen Fälle: 

1) Es sei x reell und grosser als 1. Dann kann der 
Nenner 

N = x+ coett cos rp yx^l -Mnttsin^y x 1 -! 

nur verschwinden (da sintf imaginär wird, sobald nicht 1*0), 
wenn t = 0 und x-f cost/z/x*— 1 = 0, oder wenn sray = 0 und 
jp+cost'f cos^yar*— 1 = 0. Der erste Fall kann nicht eintreten, 

weil X positiv und grösser als 1 ist; es bleibt also nur der 

y Xr — 1 

zweite übrig. Für sin tp = 0, muss t/> = 0 oder n sein; für tp = 0 
wird x-f cost^ cos^y^*—! nie Null, wohl aber für ip^sn, natür- 
lich nicht für alle f, sondern für ein der Art gewähltes, dasB 

costf = X In diesem Falle hat man also das Resultat: Wird 

der Winkel %p in N festgehalten, während t alle Werthe von — oo. 
bis + <x> erhält, so verschwindet N nur (für einen gewissen Werth 
von t), wenn \p genau = ±n ist. Bezeichnet t eine beliebig kleine 
positive Grösse, so wird N~ l also endlich bleiben für alle V 
zwischen —n-\-t über 0 hinaus bis n — t. Der eingescho- 
bene Werth 0 zeigt die Richtung an, in der u> wachsen darf. 

2) Es sei x rein imaginär = iy, so nimmt — iN die Form 

y-f-cost^cosV/yy'+l+ain^BinVV^+I 
an, verschwindet also nur für sini* sintl; = 0. Für ain ^ — 0 kann 
— iN nicht verschwinden, indem es sich auf y± costf y^+l redu- 
cirt, und VV+1 schon > y; für t = 0 aber reducirt es sich auf 
y+cos^'Vy'+i, verschwindet also, wenn y einen Werth V» er- 
reicht, der durch die Gleichung *«•'• 

bestimmt wird. Nennt man den Werth tp 9 , welcher zwischen 
und n liegt, so wird also N nur für % und — % verschwinden, 
oder N~ l bleibt endlich für alle y von -*+i.«b»f0' 
hinaus bis V„ — wenn 
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x n 

und zweitens auch von V> 0 -f' über *r hinaus bis 2n—tp 0 —e. 

3) Es sei x = cos0, O<0<rc. Alsdann verschwindet JV 
nur, wenn das imaginäre Glied 

»cost f cos?// sin 0 

ausfällt, also für i// = +$fr. Für jeden dieser zwei Werthe wird 

das Uebrigbleibende \ 

e- 1 — e 1 
cos0±8in0 — g 

verschwinden, da e-* — e* alle Werthe von — <x> bis oo erhält. Es 
bleibt also N" 1 endlich von — ifi+e über 0 bis \n— t, 
und zweitens von i«-f * über n bis 4« — *. 

Man betrachte endlich den allgemeinen Fall, in dem x 
complex ist, und setze dazu, wie §.26, (a), indem man x positiv 
annimmt, 

4) x = r cos 0 + «yr'— l8in0; (— 4ff<0<i#i). Dann wird 

o? ryV* — 1 — tsin0cos0 

y^TTJ r'-cos^ . f 

Soli dieser Ausdruck gleich — cos(i* — t//) sein, so müssen daher 
die zwei Gleichungen 

r«- C O8«0 =-cos»<cos^ 

sin 0 cos 0 — c~ f . 

— t7T = — ö — Bin V 

r — cos 0 2 T 

erfüllt sein. Ein Werth t// 0 der ihnen genügt, liegt wie man aus 
der ersten sieht, zwischen \n und n; dieser heisse \fß 0 * derselbe 
entspricht einem gewissen tf dem gleichen aber entgegengesetzten f 
entspricht — t// 0 . Mehr Werthe existiren nicht, wie man sogleich 
bemerkt, wenn man die Eliminationsgleichung 

ti\ ^( r *- 1 ) sin^cos'tf % , 

(b) ... v , — - — — :— - = (r*— cos^)* 

v ' cob yt sin'V : 

gebildet, hat, die allerdings vier Werthe für cosy liefert, von denen 

aber nur einer negativ und kleiner als 1 wird, der folglich allein 

den ursprünglichen beiden Gleichungen gentigt. Man hat also das 
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Resultat: N" 1 bleibt endlich für alle y von — + * bis 
y 0 — *, über 0 hinaas; zweitens von y=r^ 0 -ff bis 2ir— V#— * 
über n hinaus, wenn y der zwischen 1« und n liegende 
Bogen ist, welcher sich durch Auflösung von (6) ergiebt. 

Nachdem die Stellen bezeichnet worden sind, an denen JV~* 
unendlich wird, gehen wir zu dem zweiten Theile unserer 
Untersuchung Uber, und betrachten das Integral 

j=f « 

J (aj+cost^x«-l)" +1 

wenn über verschiedene Wege integrirt wird. 

Sind die beiden Punkte auf der Achse des Reellen, welche 
die reellen Grössen — h und -f* darstellen A und B; die Punkte 

r 



£ 






F 






C 






' 




f 


X A 






B A 



-A 



Y 

— Ä-f yri und h+ipi ferner C und D (y bezeichnet eine reelle, po- 
sitive oder negative Grösse), so dass ABCD ein Rechteck ist: so 
wird J, auf reellem Wege von —h bis h genommen, also über AB 
integrirt, gleich dem Integrale über die Peripherie ACDB genom- 
men, wenn innerhalb des Rechteckes der Nenner nicht verschwin- 
det. Die Bedingungen hierfür sind ad 1 — 4 angegeben. Das In- 
tegral über ACDB zerfallt in die Summe der drei über AC, CD, 
DA; im ersten durchläuft t die Werthe -A+ <pi von 9»»0 
bis gp = t//; im zweiten t = \pi-\-u von u = — k bis ti sss h; im 
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dritten t = A+gpt von 9 = 1^ bis 9 = 0. Das Integral über den 
zweiten Weg CD (Kürzer angedeutet: J, CD) ist daher 

* Ä du 



cos (im— y) V* f -1) 



ferner J, -4C 



endlich /, 



tf* dtp 



= t 



/ (x+ cos (tÄ -f- 9) )fx % — 1) 



i 

V 



y (<c+cos(iÄ~y) 1)" +1 



Mit wachsendem h verschwinden J, AC und J, DB, da die Nenner 
unendlich werden ; sie würden auch noch verschwinden, wenn unser 
ursprüngliches Integral J im Zähler noch eine ganze Function 
von costf höchstens vom Grade n enthalten hätte. J, AB geht 
dann in 2Q n (x) über, während J, CD sich in den Ausdruck (a) 
dieses Paragraphen verwandelt. Setzt man in (a) noch t+u für t, 
wo u nirgend eine reelle Constante bezeichnet, so hat man endlich 
das Resultat: 
„Es ist 

dt 



< 



r x+ cos (<#+ 1 u - tp) ys i =T)" +1 

von u und yj unabhängig, also = 2Q n (x) wenn %p im Intervalle 
von —Vo + * über 0 bis V 0 — e bleibt, wo y 0 einen positiven Win- 
kel bezeichnet, der nicht unter in liegt, und ad 1 gleich n, 



x 



ad 3 gleich \n, ad 2 durch die Gleichungen cos^ 0 = — ^ % 

4« < y 0 < ;r, ad 4 durch (6) und < y> < gegeben wird." 

Wäre iff grösser als y 9 genommen, nämlich zwischen xp 0 und 
xmä 2n — \p of wodurch, mit dem früheren Falle verbunden, jede 
Lage von 1// in den vier Quadranten umfasst wird, so würde man 
dieselbe Betrachtung für das Rechteck CEFD angestellt haben, des- 
sen Eckpunkte E und F die Punkte —h+ni, h+ni darstellen. 
Man hätte dann gefunden, dass (31) von tp unabhängig ist, insofern 
man Werthe dafür nimmt, die dem Rechtecke CDEF angehören, 
kann also n für ip setzen. Berücksichtigt man noch dass (p. 63, b) 

Heine, Handbuch d. Kugel fonctionen. 3 
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dt 



Q\x)+inP"{x), 



co8i*y£ i ^I) n - M 

wenn man nur den Fall x reell und > 1 ausschliesst, der aber hier 
nicht zur Anwendung kommt, weil für ihn % gleich n wird, so findet 
man folgenden Ergänzungssatz: 

„Liegt aber \p zwischen tp 0 + £ und 2rc — ip 0 — *, so wird, wenn 
x positiv ist, (war x = cos0 so ist das Zeichen beliebig) das In- 
tegral (31) gleich 

2Q n (x) + 2inP(xy 
Anmerk. Auf ähnliche Art zeigt man, mit Hülfe obiger An- 
deutungen für diesen Fall, dass 

G(cos(it+iu — y))dt 



^. (a; + cos(t/-fttt~V / )^ , - 1 )" +l 
je nachdem die erste oder zweite Grenze für y stattfindet, gleich 

G(cosit)dt 



^ (x±cositjx T ^i) n+l 
wird, wenn G(z) eine ganze Function von % vom höchstens » ,en 
Grade vorstellt. Hat man statt einer ganzen Function G eine 
rationale, so wird man die entsprechenden Sätze leicht aufstellen. 

Beispiele. Man setze in diesen Formeln n = 0, und ver- 
gleiche §. 38. In den dort angegebenen besonderen Fällen für 

dt 



a+ocosi* 

ist ad 1, x reell und > 1 j ad 2, x rein imaginär, ad 3, x reell und 
<1. Ist also a reell positiv, so wird, wenn wie ad 1 die Grösse 6 
reell positiv und <a: 



= /'* dt_ 

~~J a-f-ocosftH 



-\-b cos (it+iu — xp) 



. * log(^S\ 



ausgenommen wenn man %p gerade = Hhrc gesetzt hat Man findet 
ad 2, wenn b reell positiv und > a, 

2 =arccotg~=^==, (0<arc <■&*), 



für alle tjß bis y 0 , wo co*\p 0 = — yj liegt aber ^ zwischen Vo 
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2 n 

und 2n — \b 0 , so ist die rechte Seite um . _ zu vermehren. 

Den dritten besondern Fall, so wie den allgemeinsten übergehen 
wir hier um die Untersuchungen nicht zu weit auszudehnen, und 
verfolgen nur den zweiten weiter, der ein Resultat liefert, welches 
später benutzt werden soll. Macht man nämlich a = A, bcosxp = B, 
b&'mxp = C, so wird 

(31,o) ... f A + Bco&it + Cs[nit f 

—oo 

wenn A, B, C reell, und A, B t +C — A t und A + B positiv sind, 
= . 2 arccotg--= ^ — , (0 < arc < -A «) ; 

ist aber A + B negativ, dasselbe vermehrt um 

2 71 



^B'+C'-A* 

Die Integration von (31, a) im allgemeinsten Falle, wenn A, B, C 
beliebig reell oder imaginär sind, wird sich immer auf die Bchande- 
lung von K für ein bestimmtes a, b, ip und u, also (indem der 
Werth von u gleichgültig ist, der von %jj nur in sofern eine Rolle 
spielt, als man wissen muss, ob er über oder unter tp 0 liegt), auf 

dt 



X 



a-f-6cost< 

oder endlich auf die Function Q Q (x) zurückfuhren lassen, deren 
Werth man §. 38, d findet. 

Dass die imaginäre Substitution in Q* gestattet ist, hat der 
Verfasser im 42sten Bande*) des Cr eile' sehen Journals p. 73 mit- 
getheilt. 

Vierte« Kapitel. 

Zugeordnete Functionen erster Art. 

§. 43. Es ist schon erwähnt worden, dass sich aus der Glei- 
chung (5) schliessen lässt, es müsse in der Entwickelung von 

(rc-f- cosqp fa*— 1)* 



*) Theorie der Anziehung eines Ellipsoids. 

8* 
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nach Cosinus der Vielfachen von q> das von q> unabhängige Glied 
jP"(jj) sein; man kann hinzufügen, dass nach (6) das Gleiche von 

(x -f- cos y yx*^l 

gelten muss. Es sollen nun diese Reihen wirklich hergestellt wer- 
den, wobei wir uns, unseren Zwecken entsprechend n ganz (und 
positiv) denken; nimmt man für n eine gebrochene Zahl, so wird 
nichts wesentliches geändert, und Einiges im §. 46 sogar einfacher. 
Die Resultate für diesen Fall kann man nach den Andeutungen im 
Folgenden aus unseren Formeln ablesen. 

Man bringe x+coaqt^x*— 1 in die Form 

^ (x + e , ' y )^ F ^l) , -l 
2e t(p ]fx T ^l 

oder 

Entwickelt man die n le Potenz nach dem Taylor'schen Lehrsatze, 
und macht zur Abkürzung 

u = (*«-!)-, 

so wird erhalten: 

(a) . . . 2*(x+ coso^yx*— 1)* = 
1 «Tu % (T +1 m ] * d 7m u 

n(n) dx* + JZ(»+1) <*r* +1 + + JI(2») c*r> 

+ jf^5^ +etc ' + S(()) w ' 

so dass die m len Glieder, welche untereinander stehen 

£ rf^u d n ~ m u 

J7(w-f m) ^fcr»+"» , Il{n—m) dx n ~ m 

sind. Die linke Seite der Gleichung ist reell; dasselbe muss daher 
von der rechten Seite gelten, die i verbunden mit den Sinus der 
Vielfachen von <jp enthält: diese Sinus heben sich daher fort. Zu 
sin mqp tragen nur die beiden oben neben einander gestellten Glie- 
der bei, indem 

soll sinmy fortfallen, so besteht also für jedes m die Gleichung: 
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Diese schöne, von Jacobi *) zuerst gegebene Formel 
verwandelt die Reihe (a) in die folgende: 

(33) ... 2» (x+ cos g> \fx f —l) n = 

nn da? nZin(n-\-m) dx*+ m f> 
in welcher nach (32) unter dem Summenzeichen auch m mit — m 
vertauscht werden darf. 

Das erste Glied dieser Reihe ist, wie man aus (3) ersieht, 
2" /**(#); die folgenden enthalten höhere Differentialquotienten von 

1)" als den n"". Bildet man allgemein den p ,en Differential- 
quotienten von (x*— 1)*, wie §. 5 der n tc gebildet wurde, so er- 
giebt sich 

n(2n- p\ d p (x t -l) n = 
n(2n) dx" 

_ (2n-p) (2n- p-l) (2n-p) . . . (2n-p-S) _ 

2(2/e— 1) 2.4(2w-l)(2w— 3) 

Um dies auf die Ausdrücke anzuwenden, welche in (33) vorkom- 
men, mache man, wenn ro' rgn*, 

(34^... = 



!E .-»_ (»-m)^-»«-!) ^.^! (n-m)(n-m-l)(n-m-2)(n-m- 3) ^..^ 
2(2n-l) 2.4|2»-1)(2m-3) 

es mag m positiv oder negativ sein; ferner setze man 

(34, a) . . . p-jx) = (yrar?^*), 

wobei es erlaubt sein wird, wenn keine Zweideutigkeit entsteht, 
die oberen oder unteren Indiccs fortzulassen. Durch die einge- 
führten Grössen drücken sich die hier vorkommenden Stücke in 
folgender Art aus: 

(34 b) ^"fr'- 1 )" - _^L r (x) 
0)... - n{n-m)*- W > 

(6i > c > ■ • • dx"-> ~ II{n+m) -P-W' 
ferner sagt (32): 

oder 

(32, o) . . . P' m (x) = ^„(x) , (m g »). 
*) Crolle, Journal f. Math. Bd. II 8.225: Ueber eine besondere Gsttung etc. 
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Ausserdem wird 

endlich auch, — um die häufig wiederkehrenden Formeln dieser Art 
zusammenzustellen — 

1.3...(2«-1) dx™ Il(n-m) 
Es nimmt nun die Gleichung (33) die Form an 

(33, a) ... ^-(s + cosqp j/i*3T)" = 

P*(x) P^L(x) cos mrp 



n{n)Il{n) m =iII(n + m)n(n — m) 
Die vorstehende Entwickelung verschafft auch einen Integral- 
ausdruck für P£ vermittelst des Satzes über die Coefficienten- 
Bestimmung trigonometrischer Reihen im §. 10. Es ergiebt sich 
dadurch 

, ft -. 2-"JI(2ii) D „, . 

( 30) -- n<n+m)n(n-m) P -M~ 

— / {x-\-c%syix % — l) n cos mq>dcp, 
o 

ein Integral, welches dem von Laplace für P 1 entspricht. 

Die Function P£ soll als Zugeordnete erster Art einge- 
führt werden. Man wird an späteren Stellen sehen, dass dieselbe 
schon von Euler und Legendre ausführlich behandelt wor- 
den ist; ihre Darstellung durch die Entwickelung der Potenz 
(x-\-cos<p\x % — i) n und die daraus folgenden Gleichungen hat der 
Verfasser*) zuerst mitgetheilt, hat übrigens diese Entwicklungen 
später in einem älteren Manuscripte von Jacob i gefunden, welches 
auch schon Neu mann 's Integral (24) enthält. Die Bezeichnung 
durch den Buchstaben P mit zwei Indices ist von Gauss ge- 
wählt**); um zur Abkürzung den einen oder den anderen Index 
fortlassen zu können, zog der, Verfasser vor, sie nicht neben einan- 
der zu stellen, wie er es früher nach Gauss that, sondern den 

*) Dissertatio inauguralis, 1842, §.7 — 8. 

**) Resultate aus den Beobachtungen des magnetischen Vereins im Jahre 1838, 
Leipzig 1889: Allgemeine Theorie des Erdmagnetismus, §.18. 
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einen zum oberen den anderen zum unteren Index zu machen. Da 
hier x nicht nur Werthe annimmt, die < 1 sind, so war es, nach 
unsern Festsetzungen über da« Zeichen von ]fx*—l geboten, hier 
P" m zu nennen, was bei Gauss (+t) m J P n,w sein würde. 

Endlich muss noch erwähnt werden, dass Neumann im 37 s,cn 
Bande des Cr eil eschen Journals für diese Functionen zwar die- 
selben Buchstaben beibehält, dass sein P sich aber von dem unsri- 
gen um einen numerischen Factor unterscheidet. Da in mehreren 
Arbeiten über mathematische Physik die Bezeichnung von Neu- 
mann benutzt wird, so ist die Bemerkung erforderlich, dass bei 
ihm Pnfi unser P*, sein P w ,„(a?) unser 

giebt. 

[$Was bei den Q über Einführung einer Grösse if gesagt ist, 
kann auch hier benutzt werden, und man kann 

r 

(£4T +cosijp({— £~ )) n cosmq)dq> 

u 

gleich 

nn(2n) 
Il(n+m)n(n — m) mL?J 

setzen; ist dann = 2x, so stimmt P{x) mit P[|] überein so 

lange JT(£)>1, ferner wenn JWT(£) = 1 und der imaginäre Theil 

von | positiv ist; in allen übrigen Fällen ist offenbar 

Besondere Fälle. Für x = 1 verschwinden sämmtliche PZ> 
mit Ausnahme von f» = 0; da nämlich P"(l) = 1, so wird 

pn/*\ 1.2... n 

r " W "l.3...(2»-l)' 
PI verschwindet in allen übrigen Fällen nach (34, a) sicher, da 
eine endliche Reihe, daher für x = 1 endlich ist. Es bleibt 
also sogar noch 

endlich für x = 1. 

Betrachtet man x = 0 als Grenze eines reellen oder positiv 
imaginären x, so wird nach unseren Festsetzungen 1 für 



/ 
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120 I. Theil. Vierte* Kapitel. §.44,35. 

x = 0, t und wie man aus (35) sieht Pj(0) = 0 wenn n — m un- 
gerade ist. Auch in den übrigen Fällen giebt dieselbe Formel den 
Werth für P(0); es wird nämlich das Integral in (35), dann 

o-»/ 1 ** n j ni n n(n) 

2*/ cos^co 8 m^ y ^ 2> ^ 



2.4 ...(»+ m).2.4*..(n — m) 



also 



d" •» 1 . 3. ..(»-f-ifi — 1).1.3...(« — m — 1) 
P " (0) = * 1.3.5...(2„-i ) ' 

wenn n — m gerade ist, sonst 0. 

§. 44. Es bleibt noch die — (n + l) te Potenz des Aus- 
drucks (x+cosq> V#*— 1), den wir mit r bezeichnen wollen, zu 
entwickeln, nachdem die n tc Potenz im vorigen Paragraphen unter- 
sucht ist; es wird hierbei x positiv gedacht. Behält man 
die Bezeichnung des §.43 bei, so ist 

r ~ Tz ' 

und es handelt sich um die Entwickelung von (2a)" +1 ((a?-f z)*— l)""" 1 , 
also von (( x + z )*—iy- 1 

nach Potenzen von s. Die Grösse, welche zu der negativen Potenz 
zu erheben ist, verschwindet für z = 1 — x und für *= —1 — x; 
es existirt aber ein allgemeiner Satz, nach welchem jede rationale 
Function f(z) von z (allgemeiner jede monogene, raonodrome Func- 
tion), die ferner für keinen "Werth von z unendlich wird dessen 
Modulus kleiner als eine gegebene reelle Grösse a ist, — sich für 
alle z, deren Modulus <a ist, nach aufsteigenden Potenzen von * 
entwickeln lässt. Wird f(z) nicht unendlich , sobald M (z) >> b, so 
ist f(z) nach absteigenden z entwickelbar, wenn M(z)>b; bleibt 
f(z) endlich, so lange a < M(z) < b, so ist f(z) nach auf- und ab- 
steigenden z entwickelbar, so lange z so beschaffen ist, dass sein Mo- 
dulus zwischen a und b liegt. In unserem Falle, wo z^e^^x*—! 
und q> einen reellen Winkel vorstellt, ist M(z) = Mtfx*— 1) ; die 
zu entwickelnde Function wird nur für z = Hhl — x unendlich, also 
nur für M(z) = M(x±l), und Mtfx*— 1) liegt zwischen M(x+l) 
und M(x— 1), weil 
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§,44, 35. I. T heil. Vierte* Kapitel. 121 

Da eine von den rechten Seiten im Allgemeinen nicht 1 sein wird, 
sondern ^ 1 , so ist die andere $ 1 , also liegt wirklich M (») für 
die Werthe, die * hier annehmen kann, zwischen den Moduln 
Mfyx— l) ss a und M(\/x+l) = ft. Es folgt daraus, dass 

nach auf- und absteigenden Potenzen von * entwickelbar ist. 
Ausgenommen würden nur die Fälle sein, in denen 

Jr(l/3r=i) ==M(y£+T); 

setzt man x = w+tn, so würde dann 

( M _l)* +Ü « = ( tt + !)t +f ,t 

also m = 0 oder a? rein imaginär (im besondern Falle 0) sein. Wenn 
also x rein imaginär ist, so kann die Potenz nicht mehr nach auf- 
und absteigenden z entwickelt werden. 

Dies genügt für die wichtigeren von den folgenden Unter- 
suchungen. Man berücksichtige noch den Fall, wo g> eine com- 
plexe Grösse vorstellt, die man dann in einen reellen und imagi- 
nären Theil q> — %t, (wo unbeschadet der Allgemeinheit t positiv 
gedacht wird, da hier nur cos(qp — it) vorkommt, und das Zeichen 
von cp keine Bolle spielt), auflöse. Dadurch wird 

es bleibt also M(z) zwischen M^x+l und M^x—X } so lange zugleich 

Ist itfj/ ^^ = 1, also x rein imaginär, so kann daher von einer Ent- 
wickelung nicht die Rede sein ; ist aber die grössere der bei- 
den Grössen una * J ^CV'^4^l) , un( * ^ e8 ° * st onCenDar 

^Cr 1 — l)' £* e * cn ^ 80 8^* Ent Wickelung nach auf- und ab- 
steigenden Potenzen so lange als e*<6, oder von f = 0 bis 
/ ss log b excl. 

Nimmt man t noch grösser, so wird M(z) immer >> M^x+1, 
die Potenz also nach absteigenden Potenzen von z entwickelbar 
sein. Fasst man alles zusammen, so hat man folgendes Resultat: 
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122 I. Theil. Viertes Kapitel. §.44,35. 

1) Es sei x positiv und nicht rein imaginär, und 

S^ e * cn ^ ( wo ^ ree H un( * grösser als 1); setzt man 
dann (t positiv) 

so lässt sich 

so lange t zwischen 0 incl. und logo excl. liegt, in eine 
nach % auf- und absteigende Reihe entwickeln, ist / noch 
grösser in eine absteigende. 

2) Ist aber x rein imaginär, so lässt sich die ge- 
nannte Grösse für jedes positive t nach absteigenden s 
entwickeln. Der Fall f = 0 ist hier auszuschliessen, in 
welchem für ein g> sicher (x+z)* — 1 verschwindet. 

Um die späteren Entwickelungen nicht zu unterbrechen, soll 
sogleich an dieser Stelle über die Einheit der Entwickclung einer 
Function f(z) nach Potenzen von z gehandelt werden. Man weiss, 
dass eine Entwickelung nach auf- oder nach absteigenden s nur 
auf eine Art möglich ist; da der Verfasser nicht ausdrücklich er- 
wähnt fand, dass das Gleiche auch für Entwickelungen nach auf- 
und absteigenden » gilt, so soll es hier bewiesen werden. 

Man setze 

/*(*) = c 0 + c.s-f^ + ctc. 

+ k i z* 1 -f k t z~ 2 -f etc. , 
und es gelte diese Gleichung für alle Werthe von * die einen be- 
stimmten Modulus q besitzen, also, wenn z = (»e'V gemacht ist, von 
(p 9s 0 bis <p ss 2n. Dann zerfallt f(z) in die Summe der beiden 
Reihen 

c a+ ( c i Q+K e" 1 ) 009 ( f + ( c t Q * + *i Q" 2 ) C09 2( P + etc - > 
K( c iQ — *i Q ~ *) 8m 9 + ( c 2 Q*~ K 9~ 2 ) 8m 2< 5P + etc.), 
wo die c und k imaginär sein können. Es sei zunächst /*(«) = 0; 
da durch Vertauschung von <p mit — <jp die Summe der Reihen in 
ihre Differenz übergeht, so muss jede für sich verschwinden, also 
für jedes ganze m 

c m e m +k m Q- m = o, 

CmQ m — k m Q- m = 0, 



I 
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§.45, 35. I. TheiJ. Viertea Kapitel. 123 

also jedes c und k gleich 0 sein. Es lässt sich daher 0 in eine 
Eeihe solcher Form nur auf eine Art entwickeln, indem nämlich 
alle c und k verschwinden. 

Hieraus folgt unmittelbar, wenn eine solche Entwickelung einer 
Function F(z) gegeben ist, die wenigstens für alle z gilt, deren 
Modulus eine bestimmte Grösse q wird, 

F(z) = o 0 -f a^-f-c^s'+etc. 

4-^5-H^^Hetc, 
jede andere für dieselben * geltende 

A 0 -f- A { s -f A t z* -f etc. 
+ + »-*+ etc. 
mit ihr identisch sein muss. Denn die Differenz beider Entwicke- 
lungen, welche sicher 0 sein rauss, hat zu Coefficienten die (s. o.) 
verschwindenden Grössen 

B t — b lf B t — 6 t , etc. 

An merk. Ist für ein bestimmtes x und t im ersten Theile 
des Satzes die Entwickelung nach auf- und absteigenden s möglich, 
80 gilt sie noch für dasselbe t und x = 1, weil dann b = oo, also 
die erlaubten Grenzen für t weiter werden; ist im Falle (1) oder 
(2) für ein x und t die Entwickelung nach absteigenden z erlaubt, 
80 gilt dasselbe bei dem gleichen t und x = 0, da dann 6=1 ist, 
also jedes positive / die Bedingung f>log6 erfüllt. 

§. 45. Wir gehen nun zu der Entwickelung von r*** 1 (s. §.44) 
über, und nehmen an, dass der reelle Theil von x positiv ist, 
schliessen also den Fall eines rein imaginären x aus. Entwickelt man 
dann, wie es erlaubt ist, nach auf- und absteigenden z, so erhält man 

(a) ... (*+ cosy } r x f ^\) 1 = (2*)" +1 ((*+ 1 

+ö-2S~"" +1 4- etc.) 
Würde man die Multiplication mit z n+l ausführen und für« seinen 
Werth Vx 9 — l.e i( P setzen, so würde die Reihe auf der rechten Seite 
von (a) eine trigonometrische werden, in welcher das von (p un- 
abhängige Glied a ist: es muss daher a gleich 



"*/ (a;+cosqpl/^ ^ -^i)" i ■ 1, 
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d. h. es muss 

a = P"(a;) 

sein. Ferner ist klar, dass die Summe sämmtlicher Glieder, welche 
den Sinus eines Vielfachen von <p, sin mcp enthalten, verschwindet, 
dass also 



0>m 



Die rechte Seite von (a) hat also die Form 



(6)... P"(x) + 2£ cosmy; 

«i=l \}X — 1 ) 

die Summe zerlege man in eine von m = 1 bis m = n, und eine 
von ffi=r«+l bis oo, und betrachte zunächst den ersten Theil, 
der bei den meisten Untersuchungen die Hauptrolle spielt, nachher 
den zweiten Theil. 

Um die Coefficienten a m des ersten Theiles zu bestimmen, 
(0 < m w), betrachte man die Glieder in der Parenthese von (o), 
deren Summe durch 

2»+ 1 ((ar-f») l -l)-»- 1 
dargestellt wird; daher muss die Summe, mmal nach x differentiirt 
dasselbe geben, wie dieselbe mmal nach z differentiirt, und nach 
Ausführung der ersten Operation muss (§.44) mit jeder Potenz 
von a in den neuen Reihen dasselbe multiplicirt sein, wie nach 
Ausführung der zweiten. Nach der ersten Operation ist der Factor 
von jj-"* 1 gleich 

<f» = d m P\x) i 
ilx m dx n 

nach der zweiten 
es ist also 

_ / ., ym^/ri — 7 V» n{n — m) d m P* (x) 
Hx^lT ~~ ü(«) dx>* 

und nach §. 43 

Berücksichtigt man noch das Verhältniss von P" zu Pfi, so findet 
man endlich 
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§.45,36. I. Theil. Viertes Kapitel. 125 

P; (x) + 2S\-\) m K (x) cos mrp + 2Z , 

wenn Z nur Cosinus höherer Vielfache von 9p als des « ten enthält; 
und genau 



1.3...(2n— 1) ■•=• a m 

— Z = 2 . , m N -coswy 

1.2... fl «,=n + l (l/?_l) W 

ist 

Um der Vollständigkeit halber noch die Glieder zu entwickeln, 
welche Z angehören bemerke man zuerst, dass auch filr m>«, 
a 

•y . — x - verschwindet wenn # = 1 gesetzt wird: in diesem Falle 

(y?=r) m 

wird nämlich die linke Seite von (36) unabhängig von q>. Ferner 
wende man das obige Verfahren auf die Glieder der Parenthese in 
(a) mit positivem Index an, und betrachte den Theil derselben 

an*" 79 " 1 -f- a»+i*~ 2 *~ 2 -}- s- 2 "- 3 -f etc. 
aus welchem folgt, dass 

-(2«+lK = ^±i, _(2n + 2 K+1 = ^2, etc. 

also 

= (-l)"(2n+l)(2ii+2) . . . (2n+p)a. 

ist, wie gross positiv auch die ganze Zahl p sei. Berücksichtigt man 
(p. 117) dass R(x) = (yV— l)", ferner die obige Bemerkung über 
die Werthe von a M für x « 1, so entsteht 
/ ^ \» 1.3..,(2w — 1) . v - 
*-<- 1) - 1.8... n 

o. + , » (-1 )«+ ' ■ ^j; 42 "" 1 > • (2»+l) /"(x'-l)"dx 

a. +p = (_ 1 )-+P.g^l).(2„ + l)(2n+2)...(2 n +p) f*(x'-l) m ix», 

wenn da^ eine pfache Integration andeutet, und jedesmal von x = 1 
an integrirt wird. Man findet daher 



126 I. Theil. Viertes Kapitel. §.45 ; 36. 

Das hier vorkommende vielfache Integral lässt sich durch eine 

x x 

Reihe ausdrücken, wenu — - — = y gesetzt wird; dadurch verwan- 
delt es sich in 

(c) 2" ,+ y r4 V(i+y) Brf r"" = 

o 

2" + "IIVn) ( n(m+n) , n(n-l)(m+n)(m+n- l) \ 
IHm+n) A.» + 1.(2») * + 1.2.(2„)(2»-1) y +Ctc *> 

die an der gehörigen Stelle von selbst abbricht. Setzt man also 
x—1 

für m > n, — — = y und 

(36,6) ... KW » ( ^r^ r r(-, t -n-n, -2», -i), 
so wird 

Z= m T(-X) m K( x )co*tn(p. 



[Man bemerke an dieser Stelle dass I^(x) für y = —1, also 
für a; = — 1 unendlich wird; es entsteht nämlich der Zähler der 
rechten Seite von (36,6) durch wiederholte Integration einer in 
den Grenzen ihr Zeichen nicht ändernden Function 

sra+y)", 

verschwindet also nicht, während für y = — 1 der Nenner gleich 
Null ist. Es wird hier ganz davon abgesehen, dass Pm durch Ent- 
wicklung von 

(*+cosyj/^ 7 ^vl)- w ~ l 
eingeführt wurde, bei der man übrigens x positiv annahm; wir 
reden vom Werthe des Ausdrucks (36, 6).] 

Noch eine zweite Form lässt sich für a m wenn m > n aufstel- 
len, indem man den Theil 

a-»-i + a_ n -2 * -f ö-„-3 ** -f etc. 
von der Parenthese in (o) wie oben behandelt; dadurch entsteht 



d p a_ n _ 



oder 



= 1 .2.3...p.a_ Ji _p_ 1 
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§.46, 86. I. Theil. Viertes Kapitel. 127 

und durch Vergleichung mit den früheren Werthen Ton a* +P +i: 

l f\x % -\) % dx m - n = 

JT(» + fi)iT(m — ii — 1) cte— -»V^ l > J v ' / 

i 

Die Entwickelungen dieses Paragraphen rühren von Jacohi 
her, der sie in der früher schon erwähnten Arbeit *) gegeben hat, 
welche den Ausgangspunkt für eine neue Behandelung der Kugel- 
funetionen bildet. Die hier am Schluss gegebene Gleichung, welche 
die Beziehung zwischen zwei verschiedenen Formen der a enthält, 
hätte, wie wohl mit etwas weitläufigerer Rechnung, aus den Be- 
trachtungen des §. 34 und 35 hergeleitet werden können. 

Würde man x mit entgegengesetzten Zeichen genommen ha- 
ben, so hätte, weil dann im Allgemeinen yV— 1 gleichfalls das 
entgegengesetzte Zeichen erhält, die rechte Seite von (36) mit 
(— multiplicirt und für x sein positiver Werth gesetzt wer- 
den müssen; wäre aber x = cos0, wo ^x*—l gleich tsintf gesetzt 
werden soll, so hätte man für \a<.0<.n noch tp mit n — tp zu 
vertauschen. Es kann deshalb von hier an in den allgemeinen 
Formeln immer ohne Nachtheii das positive Zeichen von x ange- 
nommen werden. 

Die Formeln (36) gelten noch, wenn auf beiden Sei- 
ten q> — it für tp gesetzt wird, wenn nur t kleiner ist als 

lo eK/S)- (M * vergl §,44,) 

* §. 46. Der vorige Paragraph liefert aber nicht mehr eine 

Entwickelung von 

(x + cos ((p-it) y x T ^i)- n ' i 

wenn t die genannte Grenze überschreitet oder wenn die Bedin- 
gungen des zweiten Falles in §. 44 eintreten. Um die neue Reihe 
zu erhalten, die wieder in doppelter Form auftreten wird, setze 
man zuerst 

(a) ... (x + cos (<p — i t) ix 2 = (2*)" +1 ((*+*)*— l)~ n ~\ 

(* = y£^e <+f *)j 

*) Cr eile, Journal f. Math. Bd. XXVI: Ueber dio Entwickelung etc. 8.83. 
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t 

dann giebt (a) eine Entwickelung von der Form 

2 «+i % m+i (axr 2 — 2 + a x a- 2 — 3 + a t z~ 2 * -*+ etc.) , 
wo offenbar o = 1, und nach dem Muster der vorigen Paragraphen 

-(2« + 2)a = g, ^ (2 « + 3)a 1 = etc. 

gefunden wird. Da fiir x = 0 die Entwickelung noch gelten muss 
(Anmerk. des §. 44), so wird fUr x = 0 

flSBl > °t = °4 = 9 

a t = a s = a 6 = etc. = 0 
also a=l, a, = — (2n + 2)jdx, etc., allgemein 

d. Ii. a» ist eine ganze Function von x vom Grade m und von 
der Form 

a m = ca?*4-c t a?" , ~ 2 +c 1 aj m - 4 4-etc., 

so beschaffen, dass der ro ,e , (m — 2) le , (m — 4) te etc. Differential- 
quotient nach x für a; = 0 sich in (— l)"»JI(2fi-j-m-{-l) multiplicirt 
resp. mit 

1 n+1 1 (n+l)(n + 2) 1_ 

JZ(2»+1)' 1 'Zr(2»+3)' 1.2 *JI(2n+5) 

verwandelt Daher wird 



Om 



JT(2n+m+l) / 
1 ' JI(2n+l)JI(ro) \ ^ 



"("-1) , ™(™-l)(m-2)(m-3) X 
2(2»+3) T 2.4(2n+3)(2n+5) T V 

Führt man also, entsprechend den <ß, eine Function D durch die 
Gleichung 

(37)... o: w = «~ 1+ (n+m ™l+f +2) «— 

(fi+m+l)(f»+m+2)(n+m+3)(tt+ff»+4) 

2.4(2»+ 3)(2w+5) + ' 

ein, es mag »i positiv oder negativ sein, (nur muss wegen der Con- 
vergenz so lange —n—m—1 negativ ist, x>l werden), so entsteht 

am - JI(2i,+l)/I(m) °— ^W» 



Digitized by Google 



§.47, 37. I. Theil. Viertes Kapitel. 129 

und die Entwicklung 

^ °' ' ' * 2-+ 1 (x+ cos (y - tf) Y&=1) 9+1 

e-(»+i)(*+»v) 2»+2 c-(*+ 2 K'+'» 

, (2»+2)(2n+3) 

+ — — (T^rr 5 ' 0 -^ -6 ' 0, 

Eine zweite Entwickelung derselben Grösse erhält man, in- 
dem man 

r~i — 1 

x -j- cos (g> — tf) y x — 1 = 2^ 

macht, und nach aufsteigenden £ ordnet, wodurch eine Reihe ent- 
steht, die nach absteigenden z fortschreitet. Es wird dann dieselbe 
Grösse, welche auf der linken Seite von (37, a) befindlich ist 

= r +l ((^+£) i -ir"- 1 

»•»+2 » un+$ it 

= r +1 (x«-l)--' + i r -^(x'- 1 )- 1 +| :? A J (x'-l)- 1 + ctc. 

x* — l 

Setzt man nun für £ seinen Werth , und vergleicht das, was 

z 

in die gleichen Potenzen von z multiplicirt ist, so findet man als 
Factor von z~ 9 - m ~ l in der ersten Reihe a m , in der zweiten 



JT(m) dx^ X% ^ ' 
Entwickelt man l)""" 1 i n eine Reihe und differentiirt diese 
tn fach, so verwandelt sich vorstehender Ausdruck in 

J7(ro)il (2n +1) ' ' 

so dass als Resultat der Vergleichung beider Entwickelungen un- 
serer — («+l) ,en Potenz entsteht 

(37, b) ... GL p {x) = £>;(*). (* , -l) p , 
»• vorläufig wenn p>n; später zeigt sich, dass diese Gleichung, 
} welche der auf §.117 für $ entspricht, noch gilt, wenn auchp<n. 
(Man vergl. noch §. 50 und 51, p. 141.) 

§. 47. Die Formel (35) gab so lange m<n, für PZ einen 
\ Ausdruck durch ein Integral; einen zweiten liefert (36), da auch 

Heioe, Handbuch d. Kugelfuncüonen. 9 
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§. 47, 38. 



in dieser die P£ als Coefficienten einer trigonometrischen Reibe 
auftreten; durcli Gleichsetzen derselben entsteht eine Beziehung, 
die als Erweiterung der Formel (6) angesehen werden kann, welche 
die Doppelform für P" enthielt. Man findet nämlich sogleich 

(38) ... 9««(*) = *- mn X%r m) f V+cosy^rcosm^ 

m 1.2... n /* 2/r cos mq>dq> 

_( ~ ' '1.3. ..(2n~T)J (^oT^l^lp" 
mit den Bedingungen m< n, und dass der reelle Theil von x po- 
sitiv, nicht 0 sei. Ist m > w, so hat man nur einen Ausdruck für 
Pn, der wegen einer Anwendung auf einen speciellen Fall hier 
noch besonders angeführt werden soll; aus (36, a) folgt nämlich 

/aq \ p », x _ (—l) m 1-2... ii P n cosmyrfy 

(38, a) ... P m {x) - -^ r - 1 . 3 .. <(2n _ 1) y (Ä+r _,CT=^ST 



cosqpj/a:*— 1)" 



2 n u m + w / 1 \ 



wo y = — g — > un< * VTÜ+y^ das Zeichen von ^x % — 1 hat. 

* Diese Ausdrücke lassen sich noch verallgemeinern; bezeich- 
net nämlich f(x) eine solche Function von x> die sich für alle % 
der Form (p — it, wo r/> reell ist und sämmtliche Werthe von 0 
bis 2n annimmt, und t eine reelle Grösse vorstellt, in eine Reihe 

4 c 0 -f c t cos % + c t cos 2x + etc. 
entwickeln lässt, also auch für x = r P — V~ «/> wo auch v reell 
ist, so wird einerseits 

Tic« = j f((p)coamq>d<p, 
o 

andrerseits 

X 

f(y~y—it) = ic 0 «f ^c» cos ro<p cos ro(t/> -f. tf) 

OD 

-\-2c m s'inmcp sin w» (i/>-f»»0> 

daher 

|cosf»(^-f-i/)) nn (cosroijp) 



oder > =y /"(y — V — »0- \ oder ><fy. 
»(V + 'O' 0 Isinnup) 
Setzt man den früheren Werth für c m ein, so erhält man 



isinm 
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Da wir eine solche Function fix) in der n t9tt und — (»-fl) ten 
Potenz von (x+cos* yx 9 — 1) besitzen, so lassen sich die Gleichun- 
gen (38) und (38, a) durch folgenden Satz erweitern: 

1) Es ist bei positivem n 

(#-f-cos(<p — %t)^x % — l) H cosm(pd(p 

u 

= cos/»(v-H0/ %-f cosg> }V— l) B cosmg>cfy>, 
(a?-f-cos (g>—tf>- it) ix % — l) n &\nm(pd<p 

u 

= smm^-f-t/y (a?-fcos(jp ya;* — lf cos mqpcty. 

2) War tff und f reell, letzteres nicht negativ und 

,<i**(yEj). 

war ferner der reelle TheU von a? positiv, so hat man 
(38,6)... r cc-yrfy 

/ . • - 4 \ f 2n cos mwdw 
= cos m (y> + 1 0 / f y 

# (tf + cosyj/a:«---!)"* 1 ' 

(38, b) ... r* sinmyrfy 

•jf (a?-fcos(<p — y — tyy/x*— l) n+1 

/ . t • «v /* 2;r cosmcprfflp 

(x+cos<p yV—l)"* 1 
Endlich folgt durch die gleichen Hülfsmittel noch aus §.46 

3) Ist der reelle Theil von x Null oder positiv, 
so wird 

(38, c) ... At-T" dw 

__. * r in sinwy 

2» + W (a;+cos(y-v;~-t<)l/a?'~l) ,,+1 V 
-r ( 1)m ~n~i TI(n-\-m) Olm fr) m(i . } 

V ; JI(2«+l)JI(m-K-l) (ys?=i)- e ~ f > 

9* 



132 I. Theil. Viertes Kapitel. §. 47, 38. 

wenn m>«, und t > log AT ^j/fü^ ; ; s t w<n so werden 

beide Integrale 0. 

Die Formeln 38,6 und c sind als Resultat einer imaginären 
Substitution für die Veränderliche q> in dem Integrale für ?l 

zu betrachten, und in so fern auch mit denen des §. 42 zusammen 

zu stellen. 

Setzt man im besonderen Falle n = 0, so erhält man die merk- 
würdigen Formeln, welche Jacobi*) entwickelt hat. In diesem 
Falle sind nämlich die Werthe der vorkommenden Stücke: PJ = 1, 
ferner nach (36, b) 



m 

2 



v. = r Ä ( x - l \. 



2m 

Hieraus findet man für 

cos mcpdcp 



2 * / 0* + cos (<p — rp ^- it) ix % —l) 

1 n n sinmyrfy 

InJ (x + coaty-y-itrfx 1 — 1) 

folgende Werthe: Im ersten Falle, t < logtf(^ti), iat 

n 

ff 4 = 1, H m = cosm(v+«); 

K, m 0, K m = (_i)-(£=l) I 8 inm(tp+i<). 

Im zweiten Falle, <> logWf±i, wird 

r x — 1 

H 0 =K 0 = 0, 

tf m BS %K m — TT V ' — '_£-<»('-«*). 

2 (^-ir 



= K„ 



*) Crelle, Journal f. Math. Bd. XXXII, S. 8: Uebcr f*" \ A J<f - -r; 

ö 

Bei der Vergleichung der Resultate achte man darauf dass dort im letsten Ab- 
sätze die Werthe von D und D' durch einen Druckfehler vertauscht sind. 
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Jacobi betrachtet am ang. Orte dieselben Integrale in der 
Form 

/ 2n cmmq>d<p f" 1 * sin d(p 

u 1 — Acoatp — Bsmq> ' J 1 — ilcosy — Bsmy' 

und setzt 

(a) . . . A = a + v, 

(£) ... B^b+bs. 

In unserer Bezeichnung ist 

Vx Ä — 1 

(y)... — ^ = J — — cos(V+ü)> 
(3) ... -B = £?=±»in(y,+it). 

X 

Die Unterscheidung der beiden Fälle stellt sich bei Jacobi so, 

dafs im ersten Falle 

■ m (i) ... (oo-a,*)« <«!+fc!, . 

im zweiten 

(0 ... (a6 1 -a I 6)»>a: + 6;. 
sein muss. Bei der Verglcichung der Bedingung an den beiden 
Stellen, die nur in der Form verschieden ist, wird man erkennen, 
dass unsere Bedingung für t mit der M (C) <C 1 resp. > 1 bei 
Jacobi übereinstimmt, die der Meister in die oben angegebene 
Gestalt gebracht hat. 

Es soll nun nachgewiesen werden, dass die Bedingung 

... ,$jr(io g y|±|) 

mit (*) oder resp. (£) übereinstimmt wenn x und t mit A und B 
durch (y) und (d) verbunden sind. Aus diesen beiden Gleichun- 
gen folgt 

— = tfi-A'-B* 
x r 

wenn die Wurzel rechts mit positivem reellen Theile oder wo ein 
solcher fehlt mit einem bestimmten, uns hier gleichgültigen Zei- 
chen genommen wird. Bildet man 

(r)-(S)i=-(A-Bi) 
so entsteht rechts 
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so dass die ursprüngliche Form der Bedingung (tj) Bich in 

oder 

A-Bi 

■ + f 

verwandelt. Die Grösse auf der linken Seite, von welcher der 
Modulus zu nehmen ist heisse C. 
Setzt man nun 

} / l-A t -~B i = p+qi 
wo p jedenfalls eine nicht negative Grösse bezeichnet, so hat man, 
indem man statt der Moduln die Quadrate derselben, die Normen 
nimmt, und zur Abkürzung 

J = (ab l — a t b) 

setzt: 

•N(A+Bi) = a a + a\ + 6* + b] ± 2J, 
B l = 1 - (p + qi)* = (1 +p + qi) (1 - qi) , 

also 

(a a 4- a ;4-ft , +6;) , -4J , = (l4-p a + ^)*-4p s . 
Hieraus folgt, dass die Ungleichheit J%p zugleich mit 

a' + ^ + o'+oJSl-f^+tf* 
besteht; addirt man noch 

hinzu, so entsteht hieraus 

N(A-Bi)S(l+ P y+q* 

d. h. M(C) 5$ 1 , so dass die ursprüngliche Ungleichheit (i?) gleich- 
bedeutend mit 4%p ist. Um die schliessliche Form von Jacobi 
zu finden benutzt man die Gleichungen 

—pq = aa t -\~bb, 
aus denen sich auf der Stelle durch Ausführung der Multiplication, 
welche die linke Seite andeutet 
(z/ a +? a )(/i 3 -p 2 ) = ^ 4 +^ 

= (^+a» + 6»)(^-ai-&;) 
ergiebt. Vorstehender Ausdruck zeigt, dass J^p gleichbedeutend 
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mit J* $ aj -f- b J , vollständig dass 

gleichbedeutend mit 

ist, was nachzuweisen war. 

* §. 48. Die Formel (38) des vorigen Paragraphen kommt 
zuerst, in einer nur unwesentlich verschiedenen Form, bei Euler 
vor; die Untersuchungen über den Zusammenhang der beiden In- 
tegrale welche die Gleichung verbindet, hat ihn an verschiedenen 
Stellen beschäftigt. Nachdem er bereits im 6 tPn Kapitel der Sectio I, 
Vol. I, no. 290 seiner Integralrechnung die Beziehung zwischen den 
von g> freien Gliedern in der Entwicklung der beiden Ausdrücke 
(l-t-ncosg>) y und (l+«cosqp)~* > '~ 1 nach trigonometrischen Reihen, 
und damit unsere Formel für m = 0 bewiesen hat, giebt er im 
vierten Supplement zum 5 ,en Kapitel (im 4 ten Bande der Integral- 
rechnung) §. 21 — §. 112 das von ihm errathene Theorema maxime 
memorabile circa forraulam integralem 

y cos/.yrfy 
(1+a* — 2acosg>) ,,+1 ' 
erst §.83 geht er an den Beweis dieses theorematis insignis per 
conjecturam eruti. (Dass dies Integral sich nur ganz unwesentlich 
von unserer Form der PZ unterscheidet, lehrt der Augenschein.) 
Legendre beweist den Satz in den Exerciccs T. I, p. 376; man 
vergl. auch T. II, p. 274 und Traitd des fonetions elliptiques, T. II, 
Appendice, Section premiere. Endlich hat Jacobi im 15 ,<m Bande 
des Crelle'schen Journals*) einen sehr einfachen Beweis gegeben, 
der zum Zwecke einer späteren Verallgemeinerung hier reproducirt 
werden soll: 

Es sei m eine positive ganze Zahl, < n wenn n ganz ist, sonst 
von beliebiger Grösse. Es lässt sich alsdann das Integral 

j* (a?4-cosgp — l) w cosmgp(i<jp, 



*) Formula transformationis integralium defiaitorum, p. 9. Die oben auseinan- 
dergesetzte Methode benutzt Jacobi erst im 26'* en Bande des Journals. 
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welches in diesem Paragraphen J m oder schlechtweg J heissen mag, 
durch die Formel (2G) für sinmg) transforruiren. Macht man näm- 
lich cos(p = u, so ist nach derselben 

m *du— l \ {1 H > h * 1.3.5. ..(2m-l)' 

also 



smq.d<p = k-—{(\-u*) * Jd«. 



C0 " ~ - d „ 

Setzt man diesen Werth in / ein, so geht es in ein Integral von 1 
bis —1 nach u über; integrirt man hier durch Theile, indem man 

2m-l 

jedesmal die Anzahl der Differentiationen von (1 — t**) 2 um eine 
Einheit verringert, und bemerkt, dass jedesmal der von der In- 
tegration freie Thcil für die Grenzen ±1 verschwindet (da (1 — u l ) c , 
wenn * irgend eine positive Zahl bezeichnet, weniger Male nach u 
differentiirt als die grösste ganze Zahl unter z angiebt, ftirx = +l 
gleich 0 wird), so entsteht nach m solcher Operationen 

oder, wenn wieder für u sein Werth cosy gesetzt wird 

( _ ir+ .(*^rL- E^Hj. =/%+ oos^-^^^ 

Hätte man in derselben Art J- n -i behandelt, so würde die linke 
Seite der neuen Gleichung 

(x'-ir*- n(n) . 

k 'il(m-fw) ~ n ~ l 
geworden sein, die rechte 

w ( x + C os<f,yx t -ir m '* 1 ' 

Diese stimmt mit der rechten Seite der vorigen Gleichung überein, 
wie man sogleich einsieht wenn man die Substitution des §. 8 an- 
wendet, vorher aber in der Gleichung welche J n enthält <p~n—tj 
setzt, wodurch ihre rechte Seite in 

o 
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übergeht. In der That, nachdem 

x — coBt] ^x*—l = 1 /- , 

x + cosy yx—1 

sini/ = — t j 

x+ cos <p yx*—l 

oj-J-cosy ya?*— 1 
gemacht ist, verwandelt sich das Integral in 

sin 2m g>dqp 



(j?-f cosy yx % — 

Die Vergleichung der linken Seiten liefert dann 

. .„ JI(n — m) TI{n) 

also die Beziehung zwischen den beiden Integralen, welche in (38) 
enthalten ist, und zwar hier für ein beliebiges, positives oder ne- 
gatives, ganzes oder gebrochenes n, da die Substitution nach §. 8 
auch noch in diesen Fällen anwendbar bleibt, wenn nur die n ,en Po- 
tenzen wie daselbst in der Anmerkung bestimmt sind. 

Anmerk. Dieselbe Methode zeigt, dasseine einfache Beziehung 
zwischen J n und J- n -i noch besteht, wenn dem einen Integrale statt 
0 und n beliebige Grenzen q> Q und q> i9 dem andern solche welche 
den Substitutionsgleichungen entsprechen gegeben werden. 

§. 49. Es ist leicht, eine Differentialgleichung aufzu- 
stellen, welche der für P" ähnlich ist, und welcher P£(a?) genügt. 
Man gehe dazu von dem Ausdrucke dieser Function durch Ißl in 
(34, a) aus; ist im wesentlichen der m te Differentialquotient 
von *p ( * oder von P"; letzteres gleich * gesetzt genügt der Dif- 
ferentialgleichung (9), also nach §.34 sein m Ur Differentialquotient, 
gleich »"* gesetzt, der Gleichung (25) 

d*z, m dz m 
(a) ... (l-x*)-^ -2(m+l)x— + (n-m)(n+m+ 1)*~ = 0. 

Dieser Gleichung muss daher z m = $£(a?) genügen; da ferner 

so wird, wenn inan für z m als neue Veränderliche 

(6) ... y = {}/x~ r ~ 1 )'» I» 
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betrachtet, eine Differentialgleichung für y entstehen, von der ein 
particuläres Integral y = R(x) ist. Führt man die Kechnung aus, 
so ergiebt »ich 

(39) ... (l~^)tg^2x(l-^)g+[ W ( W +l)-m^(n+iy]y = a 

Die Eigenschaften der Integrale dieser Differentialgleichung sollen 
nun durch dirccte Behandelung der Differentialgleichung selbst näher 
untersucht werden, da eine Anzahl von Aufgaben auf dieselbe fuhrt; 
es wird sich zeigen, wie durch diese Methode die Hauptbeziehungen 
der P n m sich ohne Hülfe der Formeln ergeben, durch welche wir sie 
in diesem Kapitel aufgefunden haben, so dass man zwei Methoden 
besitzt, deren Werth sich nicht wohl vergleichen lässt. 

Man denke sich also die Gleichung (39) vorgelegt, ohne dass 
man auf dem oben angezeigten Wege zu ihr gelangt wäre. Es ist 
zunächst klar, dass im besonderen Falle m = 0, (39) sich auf die 
Differentialgleichung (9) der P* reducirt; wird durch 

(6) ... y = (}f^l) m z^ 
eine Grösse «W eingeführt, so genügt a< m > der Gleichung (a); man 
findet ferner, dass eine Function z m , welche durch die Gleichung 

(c) ... y = {ix*-\T m z m 

definirt wird, immer 
(d) ... (l-x t ) d ^+2(m-l)x^ + (n-m+l)(n+m)* m = 0 

genügt, die sich von (a) nur durch das Zeichen von m unterschei- 
det, und mit (25, a) im §. 35 übereinstimmt. 

Ehe diese Gleichungen, zunächst nach den Prinzipien der §.34 
und 35, weiter untersucht werden, wollen wir einige andere For- 
men derselben angeben, in ähnlicher Art wie es §.12 mit (9) ge- 
schah. Durch Einführung von x= cos0 geht (39) in 

(39,«)... ^ I+ cotg^ + („(„+l)-^> = 0 ' 

über; durch die Substitution p = i^x*— 1 in 

(3V)... ( ,- rt $ + ^J + (.(.+i)-f>-a 

Ferner entsteht eine bemerkenswerthe Form der Gleichung durch 
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Einführung der schon oft angewandten Veränderlichen {, wo 

2x = {+r\ 2|/i^=l = {-r Ä , 
in (a) und (rf). Hierdurch erhält man 

(40)... F(r-l)^ + 26(«+(m+l)F)^- 

— («-f — «Od 1 —!)*" = 0, 



(40, a) ... i , (P-l)^-26(»+(ni-l){-)^ 

= 0; 

der Vollständigkeit halber können noch die beiden Gleichungen 
(40,6) ... — + (2 W +l)cotgö^- + («~m)( M + m + l)* ,w = 0, 

(40, e) . . . ^L-(2fn-l)cotgÖ^+(ii+»)(»-~+l)»» = 0 
hinzugefügt werden. 

§. 50. Hat man das vollständige Integral der Differentialglei- 
chung für » m und für * m , so erkennt man aus den Betrachtungen 
des §.49 sogleich, dass zwischen ihnen die Beziehung 

(a) . . . z m = (x l — l) m * m 
besteht, so dass also eine neue Verbindung der Integrale s m 
und *„, gegeben ist, auf welche der Verfasser (Cr eile XXVI, 
Anmerk. 1) aufmerksam machte. Um die Betrachtungen nicht zu 
weit auszudehnen, soll in diesem Paragraphen nur ein solcher Werth 
für m genommen werden, welcher ist. Dann folgt aus §.34 
vermittelst des allgemeinen Werth es von *° durch m fache Diffe- 
rentiation der allgemeine 

(6) ... *" = a- ' + 6 / -^t rrr> 

wo a und b willkürliche Constante bezeichnen; den mit b multipli- 
cirten Theil kann man auch nach §. 35 durch 

•1)" 

ersetzen. Durch m fache Integration folgt ferner aus §. 35 
(d\ * ^ d n - m {x r -l) n , 0 ^- m (, , ...f dx \ 



»••• ^('--"•/"sdfrr) 
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Aus (6), (c), (df) verbunden mit (a) liest man nun zunächst die 
Gleichung (32) ab, wenn man bedenkt, dass die mit a und a multi- 
plicirten Grössen ganze Functionen von x sind, die mit b und ß mnl- 
tiplicirten für x = oo verschwinden. Die Constantenbestimmung 
geschieht wie früher bei ähnlichen Gelegenheiten durch Verglei- 
chung der höchsten Potenzen von x. Es entsteht zweitens die neue 
Gleichung *) : 

1 d"~ m A _ (x*-l) m d? +m A ^ 
J7(n — m) d x n ~ m II(n+m) dx n + m 5 

A = {x*-l) H f* (m<n). 

Nach der Methode von Abel welche im §.31 erwähnt wurde 
lässt sich aus einem Integrale von (39) z. B. aus Pm(x) ein zwei- 
tes 0m durch eine Integration ableiten. Man findet nämlich durch 
dieselbe mit Fortlassung der doppelten Indices 

«^«>£('S-»£)— 

also 

0 n dx 

p V (x*-iHPix)y 

Bestimmt man c gehörig durch die Festsetzung dass 

= 1, (x=oc) 
sein soll, so wird c = 2»+l also 

p:(a:) = (2»-fl)«w/ ,X — 

§. 51. Es sollen jetzt die Integrale der Differentialgleichungen 
des §.49 in Reihen entwickelt werden. Fürw = 0ist dieEnt- 
wickelung schon im §. 22, 27 — 29 ausführlich behandelt; hier wer- 
den nur die Reihen besprochen, welche bei dem jetzigen Stande 
der Theorie als die wichtigeren zu bezeichnen sind. 

1) Entwickelung nach absteigenden x. Benutzt man §.49, fl ; 
so ist klar, dafs man durch m fache Differentiation der für w = 0 
gefundenen Reihen die für » (w) erhält. Setzt man also, wie e* 
Gleichung 34 nnd 37 geschah 

*) Bertram: üeber Kugelfunctionen ß. II. 
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m „ , x _ (n — m) (n — m—1) « . 

Q.(*) = x—- 1 + 2.(2fi + 3) * + etC ' 

so ist 

da ferner *ß!_ w , Oü.» particuläre Lösungen von §.49, d sind, so 
muss auch 

werden ; folglich findet man auch für m n die Gleichung 

Dl M (ar) = (^-iro;(a ? ), 
die bereits §. 46, Gleich. 37, 6 für den Fall bewiesen war, dass m>«. 

2) Entwickelung nach absteigenden Die übliche Methode 
giebt als Integral von (39,6) 

y = «<r F K — 2~> — r~ f — ~> 9 ) 

, ^lp ^i 1 - " 1 n+l+m 2n-f-3 A 
+ 2 ' 2 ' ~~2~' 

Vergleicht man diese Lösung mit der vorigen 

und bemerkt, dass die mit a und a multiplicirten Functionen flir 
q=oo selbst unendlich werden, die mit b und multiplicirten 
verschwinden, so ergiebt sich dass die gleichartigen Gruppen von 
Lösungen dieselben Integrale darstellen müssen. Hieraus folgt 

W=rr*Ux) = (-ovK- T> - ~, -~, r*) 
W?=I)-d:(*) = (-i r -' P -'<^,^, «,-') 

Während oder bei Legendre und Laplace so- 

gleich als Function von x in Form der Eeihe auftritt, welche schon 
durch (2) eingeführt wurde, so kommt die Zugeordnete PZ(x), die 
eine Lösung von (39), zuerst als nach (> geordnete Reihe bei 
Laplace*) vor. Erst bei Legendre**) wird dieselbe in obiger 
Art als Produkt von (^*— l) m in eine nach x geordnete Reihe 

*) Memoiren Ton 1782, 8. 141. 

**) Memoiren von 1789: Suite des recherches nur la figure des planetes. 
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dargestellt Dort deckt auch Legendre S. 432 einen Irrthum Ton 
Laplace an obiger Stelle auf, der, wie sich herausstellt, nicht alle 
Zugeordnete in die Betrachtung gezogen hat, sondern nur die, für 
welcbe n — m gerade ist (cf. §. G7). Das was die zweiten Integrale 
betrifft ist so weit nicht andere Urheber citirt sind von dem Ver- 
fasser, meist in den früheren, schon erwähnten Arbeiten hinzuge- 
fügt, indem erst die Probleme, die derselbe behandelte, eine Unter- 
suchung dieser Lösungen erforderten. 

3) Entwickelung nach absteigenden |. Da für jedes x die 
Grösse | so bestimmt wird, dass M (£) > 1 , so wird man die Dif- 
ferentialgleichung für alle x durch Reihen integriren können, welche 
nach f absteigen. Dadurch ergiebt sich aus (40) 

tt(*) = (v^=i)"?5:(*) 

.^(e-})V-/pfl, _(.-.), -*=±, r') 

und 

= 2 - + <|-})-| *r£*±, n+ m+h ^1, r l ) 

= 2. + .(i-i)-V" + "-v(-H^, !^±- 3 , r'> 

Setzt man a> = cos0, und £ = so entsteht eine nach Cosinus 
und Sinus der Vielfachen von 6 geordnete Reihe; von den beiden 
Formeln für ££ bleibt jedenfalls (m. vergl. §. 29) noch immer die 
zweite convergent. Der eine von den beiden Ausdrücken für P«, 
aus welchem der andere durch Vertauschung von m mit — m ent- 
steht, wird 

2"P;(cos0) = (2tsin0f Icos (n-m) 0+ (n ~~ m) f " t+ ^ cos (n-m-2) 0 

+ 1 . 2 (8—1) (8—0) C0S ( "-'"- 4) 0 + etc -> ' 

die Reihe so weit fortgesetzt, bis sie von selbst abbricht. Für 
m == 0 erhält man die Entwickelung von P\ v welche mit der von 
P" in §. 4, a bis auf die unterscheidende Constante übereinstimmt. 
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Für den Fall dass n — m gerade ist, hat Hansen*) diese Reihe 
angegeben; man wird bemerken dass bei ihm iV(«,f*), wenn B mit 

\n — 6 vertauscht und p = n m gesetzt ist, bis auf einen con- 

stanten Factor mit unserer Reihe übereinstimmt; die Coefficienten 
von den Cosinus der Vielfachen von 6 möchten hier eine etwas 
einfachere Form erhalten haben als an jener Stelle. 

*4) Entwickelung nach aufsteigenden 2 X . Im §.4 wa- 
ren für P" auch Entwickelungen nach Potenzen von sin \0, etc. 
aufgeführt ; unsere Differentialgleichung gestattet, auch für /C solche 

Ausdrücke aufzustellen. Führt man in (o) und (d) des §. 39 für x 

1 x 

die Veränderliche t? = — — ein, so verwandeln dieselben sich in 
d 7 z m dz m 

Integrirt geben diese folgende ganze Functionen von v als par- 
ticuläre Lösungen 

z m = F(m — n, m+n+1, m~\-l, v) 

z m = t> m F(—n, n+1, m+1, c). 
Die Gleichung (a) des §. 50, welche diese Functionen z m und z m 
verbindet, ist nach gehöriger Bestimmung der Constanten 

(1 — 1>)" F(m — n, w+w-f-1, m+1, ©) = F(—n, »+1, m+1, u), 
während man findet 

KW = *- n^n) "n^ F ( m - n > m+n+1 > m+1 > •> 

Diese vierte Art der Entwickelung ist hier berührt, um die Formeln 
nicht unerwähnt zu lassen, welche Legendre zur Behandelung von 



J — 2- f n cosmqprfy 
~~ n { (l+a , -2acos 9 >)" +1 



benutzte. Dividirt man in dem Integrale Zähler und Nenner durch 

(1— o*)" +1 , und setzt % = x, „ ^ g » = — Va;* — 1. so findet man 

1— a* 1 — a* 9 1 

*). Abhandlungen der Königl. Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften 
«l Leipzig, Bd. IV: Entwickelung der negativen und ungraden Potenzen der Qua- 
dratwurael der Function r , - r -r ,, — 2rr'(cos£Acosü'-f-sinü'sinI7'cosJ), S.345, no.4l. 
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nach (38) 

/ = (»«)" l-3...(aii-l) . 
(l — a*y+ m+i 1-2... » VmW 

und setzt man den Wertb für 2$, ordnet dann nach © = — 

l — a 

J== Ji(m)/i(») (1 _ öT "Tr F ^ n ' n+1 ' m+1 ' -I^T«/ 

Dies ist Legendre's*) Formel, die Jacobi**) durch Anwendung 
seines Ausdrucks für sinrotf (§. 36) ableitet. Euler f) hat eine 
andere Form für dasselbe Integral benutzt, die nach Potenzen von 

a ^x % —\ 

— t = oder von tangtf fortschreitet, während unsere 

l-fa* x fe ' 

nach sin'Jfl. Diese Entwickclungen, von welchen man für m = 0 
bereits Proben hatte, verfolgen wir nicht weiter, und übergehen 
ähnliche, die sich sämmtlich als ganz besondere Fälle der allge- 
meinen von Kummer ft) betrachteten Umformung der hypergeo- 
metrischen Reihe ausweisen. 

§. 52. Nach den P£ kann sich eine Function f(x) auf doppelte 
Art entwickeln lassen; zuerst in eine Reihe 

f(x) =Ta'K(x), 

in welcher der dann zur Abkürzung hier fortzulassende Index m 
festgehalten wird, zweitens in die Reihe 

f{x)= m SErK(x), 

m-() 

in welcher dasselbe vom oberen Index n gilt. Um im ersten 
Falle die Coefficienten A zu bestimmen und die Einheit der Ent- 
wickelung nachzuweisen, hat man nach Anleitung des §.15 nur 

J m = f l Pl{x)P v „(x)dx 
zu untersuchen; man zeigt hier, wie §. 14, dass J = 0 wenn n 

*) Exercices T. II (no. 25), § 172. 

**) Crelle, Journ. f. Math. Bd. XV, S. 9. 

f) Inetltutiones Calculi integralis Vol. IV. Suppl. ad T. I, Cap. V, §. 98. 
ff) Crelle, Journ. f. Math. Bd. XV: Ueber die hypergeometriacho Reihe 

1 + x + etc. 
l.y 
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und v verschieden sind, und findet ausserdem den Werth von J 
für v ss n. 

Um das erste zu beweisen, leite man aus (39) die Gleichung 

-1 -1 -i 

ab; zwei Integrationen durch Theile verändern das erste Glied der 
linken Seite so, dass n und V sich umtauschen. Da aber das so 
entstehende Glied nach (39) auch 



—1 

ist, so mu8s (n(»4-l) — v(v+l))J s= 0, d. h. / selbst 0 sein, wenn 
nicht n = v. 

Wird aber n = v, so folgt aus 34, 6 und c, dass 

JT(2ft)JT(2w) f l (T+ m {x % -l)* dT m {x % -l) % 

n(n+m)II(n-m) J dx»+~ cte"— 

ist, und wenn man durch Theile integrirt, wodurch in beiden Aus- 
drücken unter dem Integrale rechts m sich in (m — 1) verwandelt, 
dass es 

JI(2n)JI(2n) 



il(fi+m— l)JT(n — m+1) 
wird, so dass man erhält 

(n+m) __ , r (»+w)(n-fm— l)...(w4-l) r 

(n-m+1) l > ( w _ OT+ i)( n - lll+ 2)...n J ° 5 

aber / 0 selbst ist (p. 1 18) : 

f™ ,d * - ( u!: 2 M)) fr^; 

2 

und das letzte Integral nach §. 14 gleich «^pj- Stellt man diese 
Ausdrücke zusammen, so wird 

l . J B ' - ~~~ { } 2^+1 (1.3...(2»-l)y ' 
und 

Dass J verschwindet wenn » und v verschieden sind, geht aus der 
Arbeit von Laplace in den Memoiren von 1782 no. 18 hervor, ist 

H«ia«, Handbuch d. KugeUuaciionen. \Q 
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aber erst von Legendre*) ausdrücklich gesagt, der auch / für 
den Fall « = v berechnet hat. 

Die Bestimmung der Coefficienten B gestaltet sieb nicht eben 
so einfach; dass die Entwicklung nur auf eine Art möglich ist 
zeigt sich, indem man beweist, dass 

SBTp m (x) 

für alle x nur dann verschwinden kann, wenn alle B Null sind. 
Setzt man zuerst a? = l so muss dazu B° gleich 0 Bein, weil ?„ 
P t etc. verschwinden; dividirt man dann durch "tfx* — 1 und setzt 
1, so muss auch 2* 1 gleich Null sein etc. Man erhält dadurch 
auch ein Mittel, die B bei Entwicklung von f zu bestimmen, indem 

f(l) = B<To(l) 

f(g)^B'W (aj> mr a?= j gleich ^^(i). etc. etc. 
ya?* — 1 

Aus p. 142, ad 3 ist klar, dass ?«(1) nicht verschwindet. 

§.53. Um die P« recurrirend berechnen zu können, kann 
man passende Formeln durch §. 49, a aufstellen. Da * w = ?£(«) 
dieser Gleichung gentigt, und 

- 

so erhält man zunächst 

( n _ OT _l)( a .«_l)^ 2+2 ( OT+ l) x ^ +1 _( J » +OT+ l)^ Ä o, 

und beim Ueb ergange von den $ zu den P, (34, a) 

(42)... («-^l)P: +2 (»)+2(m+l) 7 4=- ^Hn+f»+l)K(f)==ö, 

ya? — l 

wo m<», aber auch negativ sein kann, wie man einsieht, wenn 
man (32, a) d. h. die Beziehung P-« = P» benutzt. Auch für 
m = —1 gilt diese Gleichung, und giebt dann die schon bekannte 
Relation Pi = P_r, will man sich der Formel zur successiven 
Berechnung bedienen, so kann man von p; ss (yx % — l)" und 
P£_i s= «(y» Ä — i)*" 1 ausgehen. 



•) Memoiren von 1789, 8.483-436, no.42 und 43. 
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4 

Fünfte» Kapttel. 

Zugeordnete Functionen zweiter Art. 

§. 54. In ähnlicher Art wie den P" werden auch den Q n Func- 
tionen zugeordnet, zu deren Einführung die Integralform am geeig- 
netsten erscheint. Durch zweckmässige Behandlung des Ausdrucks 

/ (x 4- cos q> ^x*— l)" eos mq> dq> , 
o 

dessen Zusammenhang mit K aus (38) zu ersehen ist, hätte man 
die wichtigsten Eigenschaften der letzteren Function ableiten, und 
zwar, ausser der augenblicklich klaren Beziehung zur Entwicklung 
von («-f-cosqpVa;'— l)*, die DifFerentialgleich. (39) finden können, der 
das Integral genügt. Dies soll zunächst gezeigt und dadurch der 
Uebergang zu den Qm(&), den Zugeordneten zweiter Art ge- 
bildet werden. 

Man setze J, vollständiger 

Jm (q>) = / + cos (p ^x % — i) n cos mq>dg>, 

0 

x+cwupyx*— 1 = r; 
und findet dann durch Differentiation 

y**— l^j™— nJ m +i m nf 9 r* > [ya?*-l (cos mcp— cos cp cos (m +1) q>) 

-f x (cos (p cos mq> — cos (m-fl) g>) J <f y, 

oder wenn man zusammenzieht 

= *y V" 1 £sin (f»+l)<p Ys*— 1 + a? sin m^J sin q> dp. 

u 

Dieser Ausdruck ist eine Summe zweier Integrale; das erste und 

dann das zweite giebt nach Integration durcli Theile resp. 

— r* sin (m+l)(p+(m+ 

3? „ • , tnx _ 
r" sinmy-f ._ ~J m} 



ao dass man durch Zusammenstellen der Resultate findet: 
(a)... -~~^J m = (m+7i+l)j; + i 

10* 
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Macht man nun qp = n und denkt sich n positiv oder wenn es ne- 
gativ genommen wird x nicht rein imaginär, (weil sonst r gleich 
Null werden kann), so verschwindet der von der Integration freie 
Theil, und man erhält für Jm(n) die Gleichung, aus welcher die 
Haupteigenschaften der PZ sich leicht ergeben (m. vergl. §.56): 

(6) . . . YxT=i - J2 = (m+„+l)7: +1 ; (,p = «). 

Eine andere Form derselben Gleichung nämlich (fp = n) 
(c) . . . *-((x'-l)-?j:) = (m+a+lXs'-lf^y:*, 

findet man aus (6) auf der Stelle nach Division durch {^x % — 
und eine p fache Anwendung der Formel (c) liefert (q> = n) 

» • ■ • ^(^- ir ^ : ) 

==(m^-w^-l)(ro+n+2)...(ro^-n+p)(^c , — 1) 2 

Die Behandelung des Integrals, welches durch Vertauschung von 
—(»+1) mit n aus dem eben behandelten entsteht, also von (y) 
stimmt mit der vorhergehenden genau tiberein; man hat nur in 
allen Formeln (a) bis (d) dieselbe Vertauschung vorzunehmen. Es 
entstehen also die Gleichungen: 

(«)... y^^l--^ = ,jr- 1 

as (w — ») J^Tr 1 — (sin (w+ 1) + sinroqp) 
für jedes für g> = 
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Beispiel. Für » = — i erzeugt man aus 



dfp 



dem elliptischen Integrale erster Gattung, durch Differentiation 
Dach x vermittelst (a) und (a) 

cozmydfp 



f. 55. Man geht nun von den P zu den Q in ähnlicher Art 
über, wie es bei dem einfacheren Falle im §. 23 geschah, indem 
man für q> eine imaginäre Grösse it einfuhrt. Um auch hier die 
imaginäre Substitution zu vermeiden, behandele man wie J im §. 54, 
indem man sich n positiv und zwar vorläufig ganz denkt, hier 

v _ F cosmitdt 

•g (a? + co8t( yx 9 — 1) ^ 

L w (0 = f\x — conti fo — lfcoamitdt. 

u 

Setzt man für den Augenblick 

aj-fcost* ya?*— 1 = 

bo entsteht 

= (m — »)^ m+ i+^(sm(m4-l)t<H--7===r sinroi*). 

So lange m<*t, wird daher der von der Integration freie Theil 
verschwinden, es mag übrigens tn positiv oder negativ sein, und 
man erhält für t = oo die Gleichungen ß, y, Ö des vorigen Para- 
graphen, wenn man «AT"" 1 mit 

(43)... Ä.-A — c08m /' d ' w 

vertauscht. Bei (#) wird man nicht vergessen dürfen, dass m-fp 
nicht n übersteigen darf, weil sonst K M+p die Bedeutung verliert. 

Vergleicht man L mit J* und leitet daraus die Gleichung welche 
§.54, a entspricht her, so findet man, dass der Theil, welcher (a) 
dort von (6) unterscheidet, für kein constantes, d. h. von x unabhängi- 
ges t verschwindet ausser 1=0. An die Stelle von r dort tritt hier 



s 
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a = (<r — costf ix 1 — !) 
auf; der erwähnte Theil würde also, da n positiv ist, verschwinden, 
wenn t so gewählt wird, dass <r verschwindet, d. h. dass 



2 



Dadurch erhält t aber einen von x abhängigen Werth, und bei 
der Differentiation ~~ wird man nicht allein den Ausdruck finden, 

welcher uumittelbar aus dem von -r— abzulesen ist: jener Werth 
SL 

wird nur sein, wenn man mit Jacob i den Buchstaben d 
braucht um partielles Diffcrentiiren anzudeuten. Der noch hinzu- 
tretende Theil 

ot ax 

= Gr— cosi^a?*— l)*cosmtf--^. 

ax 

wird aber 0, da t eben so gewählt ist, dass es a verschwinden lässt. 
Man erhält also wieder Formeln wie (6) bis (d) im §. 54, wenn 
man nur ^x* — 1 mit — yx*— 1 vertauscht, (indem aus Gründen der 
Zweckmässigkeit, die man durch Vergleichung mit §. 25 verstehen 
wird in L der Wurzel das negative Zeichen gegeben wurde). Setzt 
man also, (indem man t den besonderen Werth giebt, und in dem 
folgenden unter J, K, L immer nur die Integrale zwischen 0 und «, 

/x4- 1 

resp. 0 und oo, resp. 0 und logV versteht) 

_ x — 1 

r ^vm 

(44)... /„ =/ (x — cos»«/*«— l)" cos miurfu 

<> 

so wird 

(6) ... yjrrT^--^!. = - {m+ n+l)L m+t 

oo ••• ^((*»-i)~^)- -(»+»+1) (*'-ir"^i. + i 
«... v(y-ir f O 

_!ü±£ 

= (-1)" (m-HM-l)(m+ w+2) . . . (m+n+p)(x*-l) 2 I. +P ; 
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es darf in (d) der Buchstabe p jede ganze Zahl bezeichnen. [*Für 

logy nehme man dieselben Grössen, welche dafür §. 25 und 26 

gesetzt wurden. Unter x kann wieder eine Grösse desselben Zei- 
chens wie dort, also im Allgemeinen von positivem Zeichen ver- 
standen werden, da der Fall des x mit umgekehrten Zeichen leicht 
darauf zurückgeführt werden kann. Dass n auch gebrochen sein 
darf, wird man wie bei früheren Gelegenheiten (§. 8, Anmerk.) 
auch hier beweisen.] 

§. 56. Sämmtliche Ausdrücke J, K, L (in denen die 
Integration zwischen den für jeden angegebenen be- 
sonderen Werthen ausgeführt ist), genügen der Dif- 
ferentialgleichung (39). 

Die mit den lateinischen Buchstaben b, c, d oder den ent- 
sprechenden griechischen bezeichneten Gleichungen der §§. 53 u. 54 
genügen zum Beweise; man führe ihn z. B. für die L. 

Da L m = L_ w so giebt (c) 

^((**-lf Lj) = (m-n-l)(x*-lf^L- (m - i} . 
Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber 

m-l 

dividirt man sie durch (x x —l) m ~ l j verwandelt links L-» wieder in 
L m , und duTerentiirt, so wird 

^[(.•-ir ( ->^((x--i)\)]= (w -»-i)^((x«- 1 f^) 

Die rechte Seite ist, wiederum nach (c) 

m 

-.( m - n ^l)( m +n)(x*-l) 2 L m , 
die linke, nach Ausführung der Differentiation und Multiplication 

mit (x*-l)^ 

Dies, vermehrt um (ro-f *)(m— n— l)L m und dann gleich 0 gesetet, 
giebt aber (39). 
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War n ganz und positiv und m ganz, so werden JZ und K m 
nur so lange Integrale der Differentialgleichung (39) sein können, als 
m«<f44-lj denn erstercs verschwindet, sobald m > n und für 
letzteres gilt (s. o.) nicht mehr die Formel (ß). Man hat aber 
noch immer wenn auch ro>», zwei offenbar verschie- 
dene Integrale von (39), nämlich Jm*~ und L m . 

Ehe wir die J verlassen, soll noch angedeutet werden, wie die 
gefundenen Relationen (6) bis (d) auf die Werthe derselben fuh- 
ren, welche sich in den vorigen Kapiteln bereits für sie ergaben: 
Jl n wird, wie aus dem Integrale ersichtlich ist, bis auf eine Constante 
(y« Ä — l) B ; macht man in §. 54, d 

™ = —*> p = n+p, 
so folgt aus „ 

J^k —— 

und eine ähnliche Formel für Jl H = J£; etc. 

§. 57. Wir gehen nun zu den K und L über, welche den 
Gegenstand dieses Kapitels bilden, während die J nur als Mittel 
benutzt wurden, die/T undL einzuführen und eine Methode fUr ihre 
Untersuchung zu verschaffen. Die Integration soll immer zwischen 

den besondern Grenzen 0 und oo resp. logV^~ ausgeführt sein. 

* cc — J. 

Aus §. 55 folgt, dass K m derselben Gleichung (d) des §. 54 ge- 
nügt, wie J m " ; setzt man dort also K m für J m H ~ , macht dann 
m = 0 und schreibt darauf m für p, so entsteht 

Aus §. 56, d folgt auf gleiche Art für alle ganzen m 

(6)... uM-iP^T^g, 

so dass alle K und L aus einem einzigen , K 0 oder X 0 abgeleitet 
werden. Eb ist aber K Q = L 0 , wie man aus §.23 — 26 weiss, und 
jedes ist genau (>"(#), wodurch man die Doppelgleichung für K m 
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und L m erhält 

«... (-D (^~D rf^r = 77^)^ = ii^r^- 

- 

Die Bezeichnung Ä" und L für jene Integrale war nur eine vor- 
läufige; indem eine Function Q* eingeführt wird, drückt man beide 
Buchstaben durch den einen neuen aus. 

Eine zweckmässige Festsetzung für die Bedeutung des Buch- 
staben Om wird man durch Vergleichung mit der von PZ erhalten. 
Es war P£ gleich dem Producte von Üx x — l) m und einer Reihe *|£ 
deren höchste Potenz von x den Factor 1 hatte. Hier hat man, 
wenigstens wenn x>l (m. vergl. (37)) 

{ ) '" Ix^ H) JT(w5^ 0 "' 
so dass für <r > 1, (lx % — l) w ££ gleich 

' * < 1} 1.2... (n-f^'* 1; dar 
werden würde. Wir setzen deshalb fest, dass 



/Z(n+m) n(n-m)J (s+cosi* 

»ei, und zwar ist der erste Theil der Gleichung Definition, der 
zweite, so lange m<n, Folgerung aus (c). Aus (45) ergeben sich 
nun rückwärts die Formeln d, e, f, mit Hülfe von (a) und (6). 
Zwar weiss man in jedem Falle, welches die obere Grenze 

logV^t- ist; zwei Fälle sind aber als besonders einfach hervor- 
r x — 1 

zuheben, erstens x reell und > 1, in dem nichts weiter hinzuzu- 
fügen ist, und zweitens x rein imaginär = iy. In diesem Falle kann 
man die allgemeine Betrachtung so modificiren, dass man nur durch 
Integrale mit reellen Grenzen geht; es scheint dies aber eine über- 
flüssige Arbeit zu sein, nachdem bereits §.25 entsprechende Be- 
trachtungen bei einem später allgemein behandelten Falle (§.26) 
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vorkamen. Wenden wir sogleich die allgemeine Formel an, 80 wird 
nach §.26 jener Logarithmus =-^tarccotgy; macht man dann »=— « 
(und setzt darauf wieder u für ©), wodurch die Grenzen 0 und 
arccotgy für v entstehen, so wird das mittlere Glied von (45) zu 

i /'arc ootgy 

(45,a) —jf—xj (x—cobu yx T —l) n coBmu du ; (0<arccotgy<Ci*) 

vereinfacht. 

Fasst man Alles zusammen, so ist also die Doppelglei- 
chung (45), die sich für m~y> n nur auf eine einfache, die Gleich- 
heit zwischen den ersten beiden Gliedern reducirt, eine solche 
welche die Function Qm (x), die Zugeordnete der zweiten Art, mit 
den bei der Definition von Q* durch ein Integral erläuterten Mo- 
dalitäten einführt, und zugleich, wenn m<n, eine Transformation 
in ein zweites Integral liefert. Es ist ferner 

Q* m = (}fx T ^l) m SX>(xh 

wo CC für alle x nach Potenzen von x+ ^x % — 1 geordnet werden 
kann, für x > 1 nach absteigenden Potenzen von x. Andere Eigen- 
schaften derselben findet man in den vorhergehenden Paragraphen. 
Ferner ist @i ein Integral der Differentialgleichung (39). 

f*Aus (45) folgt, dass Qm(x) = (— 1) #+1 ()£(— x), ausgenom- 
men den Fall, wo x reell und < 1. Aus (24) weiss man, dass es 
sich in letzterem Falle nur um die Beziehung von 

cosmit dt 



cosi*y'?^I) n+1 

zu 

► 

cosroif dt 



f, 



J (*+cost*yirT^) ,H " 1 

für den Fall x = costf handelt Nach §. 24, 6 hat man 

K°-K 0 = 

also mit Hülfe von (a) in diesem Paragraphen, nach mfacher Dif- 
ferentiation 

K m = (-lfK m +in. ^••• (2n ~ 1) K (»)• 

l .& . . . n 

Hat m andere Werthe ist aber positiv und nicht zugleich reell and 
grösser als 1, so gilt dieselbe Formel.] 
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An merk. Da man (a? — costt* ^x % -~ l)" in eine nach Cosinus 
der Vielfachen von u* fortschreitende Reihe entwickeln kann (§.43), 
deren Coefficienten die P^(x) ausmachen, so liefert der erste Theil 
von (45) eine eigenthümliche endliche Reihe für die 0l> deren 

a?4-l 

Glieder aus Pl(:r) bestehen, in deren erstem log erscheint, 

x — l 

während in den Übrigen nur noch Potenzen von x und ^x % — 1 
vorkommen. 

♦ 

* §. 58. Wie im §. 42, so ist auch in dem Ausdrucke für Ol, 
welcher die — (n-fl) te Potenz enthält eine imaginäre Substi- 
tution gestattet. Verwandelt man das Integral, abgesehen von 
dem constanten Factor in (45), zunächst in 

er* dt 



V (tf+C08i< i^^f* 1 * 

so lassen Bich hierauf dieselben Schlüsse anwenden, welche man 
§.42 findet, indem an jener Stelle in der Anmerkung schon der 
Fall erwähnt wurde, dass im Zähler unter dem Integrale sich eine 
ganze Function von e* von nicht höherem als dem fi ten Grade be- 
findet. Bezeichnet \p § denselben kritischen Winkel welcher dort 
eingeführt wurde, so ist also 



n+l> 



V (a?+co8(«l-v)y*^)^ 1 "" V«, (^Icost^yS 7 ^!) 
wo das doppelte Zeichen so verstanden werden muss, dasB das obere 
gilt, wenn — V> 0 <V/<tp 0 , das untere wenn yf 0 <t^<2n— tp 0 . 
Schreibt man die Formel noch einmal nach VertauBchung von \f> 
resp. mit — yp oder 2» — rp 9 (was bei der linken Seite offenbar 
auf dasselbe hinauskommt), und bemerkt dass 

e""<ft = /- e-» *<U 

(zum Beweise setze man * = — w), so wird die erste Formel mit 
multiplicirt, die zweite mit e^V, als Summe geben: 



C 



coamiidt f* e mi dt 



und als Differenz: 
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im mit dt f* e mf dt 

, „ r r = 8111 m\p / . . . • 

Setzt man diese Werthe in (45) ein, so folgt für ein beliebiges !;: 

(46) r cosmjit-tfdrj 

(a>-f-cos(i< — y)1x % — 

_ n(n+m)n(n-m) , ft . M 

wenn — V 0 < V < V\> 5 im zweiten Falle hat man als Factor von 
cosm(y — rj) auf der rechten Seite dasselbe multiplicirt mit cosmn 
zu nehmen, und es noch um 

zu vermehren. (Man vergl. p. 154.) 

Die bisher in diesem Kapitel entwickelten Formeln hat der 
Verf. zum Theil in seinen früheren Arbeiten, hauptsächlich im 
42«ien Bande des Cr eile* sehen Journals, angegeben, zum Theil 
werden sie hier zum ersten Male veröffentlicht. Die Untersuchung 
des Integrals im §.54 ist, wenn auch weniger ausführlicb und all- 
gemein, in des Verf. Inaugural- Dissertation enthalten. 

§.59. Neu mann hat auch für die Q n m einen Integralausdruck 
geben, ähnlich dem für Q n im §.33, welcher sich in demselben 
Aufsatze findet der oben citirt wurde. Man kommt zu diesem Aus- 
drucke, indem man, unter der Voraussetzung IfCy+Vy*— l) grösser 
als M{x+ix*=i) (m. vergl. §.41), die Formel 

~i^=T(2n+l) J P«(x)0-(y) . 

mmal nach y differentürt. Dadurch findet man 

und nach dem Satze über die Bestimmung der Coefficienten solcher 
Reihen 

^ P ß (x)dx 



d m O n (y) _ , lV »JT(m) n P»(a 

dr ~ ( > 2 J 



*) W+1 

Wird für die linke Seite ihr Werth aus §. 57, f gesetzt, so ergiebt 
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sich schliesslich 

20 ; (y) = 1 .3.., 2B+1) Ä ( ^ ; /*^ r . 

Auch für die Q hat Neumann die Bedeutung des Bachstabens 
geändert, indem bei ihm 

CM«) = (-irn(m)(l-x' ) y i t 

wird, wo die rechte Seite der Gleichung unser Zeichen P* enthält. 

i 

§. 60. Für die Qm lassen sich recurrirende Formeln von dem- 
selben Charakter finden wie für die PJ» . Um sie nach der Methode 
des §.53 aufzusuchen geht man wieder von der Formel (a) des 
§. 49 aus, der a w = ££ als particuläres Integral genügt. Da dann 

= ~ (»-t-f»-fl)Dm+i, 

~T = (»+»+l)(»+W + 2)0 M .2 

wird, so findet man 

(a?*— 1) (»+m+ 2) D w+2 - 2 (ro+lJsD«^ -(n-ro) CU = 0 

und nach Multiplication mit (x l —l) 2 

(a) ... (n+m+2) Q n m+1 - 2 (m +1) .__*L. CC+i - (« ~ »0 = 0- 

yar — 1 

Man kann noch eine Reihe ähnlicher Relationen zwischen je drei Q 
aufstellen, die aus den Relationes inter fonotiones contiguas stam- 
men, welche Gauss in seiner Abhandlung über die hypergeo- 
metrische Reihe aufgeführt hat. Einige findet man in des Verf. 
Arbeit im 26 ,leB Bande des Cr eile 'sehen Journ. Anmerk. 4. 

# §. 61. Die unendlich entfernten Kugelfunctionen selbst wur- 
den im §.39 — 40 untersucht; an dieser Stelle soll über die ähn- 
liche Frage bei den Zugeordneten gehandelt werden. Hier wird 
aber die Anzahl der Fälle welche zu unterscheiden sind beträcht- 
lich grösser als früher, indem man zunächst, wie oben, nach der 
Grösse von x, genauer von M (|) eintheilt, dann aber auch nach 
dem Verhältnisse des oberen zu dem unteren Index. Ist der erster© 
n unendlich, während m endlich bleibt, so wird man sich der frühe- 
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ren Resultate bedienen können, indem PJ von F*, von 0" sich 
nur durch constante Factoren unterscheiden, die aus den JI zu- 
sammengesetzt sind, während die Aasdrücke der JI für ein unend- 
liches Argument bekannt sind; auch wenn n — m endlich bleibt, hat 
die Betrachtung keine Schwierigkeit, wenn man sich für Dl der 
nach | geordneten Reihen bedient. Da es bisher nicht gelungen 
ist, die Resultate für sämmtliche Fälle mit der Kürze abzuleiten 
und zusammenzustellen, welche ihrer (nach den bisher bekannten 
Anwendungen bemessenen) geringeren Wichtigkeit entspricht, so 
mag es genügen, wenn hier ausser dem Hinweis auf die in dem 
früheren Falle benutzten Methoden, nur noch erwähnt wird, dass, 
wie Jacobi in der mehrfach genannten Arbeit*) mittheilt, Le- 
gend re's Formel im §.51, ad 4 für ein unendliches!» den Werth 
verschafft 

JT(n) f n cosmydy _ Jl(m-f-n) a m 
nJ (l+a'^acosa?)"* 1 *" JI(w) (l-a*) n+l 9 

den man noch weiter transformiren kann, wenn für die II die be- 
kannten Ausdrücke eingeführt werden. 

§eehiteii Kapitel. 

Die Kettenbrüche. 

§. 62. In der Abhandelung über die hypergeometrische Reihe 
zeigt Gauss, dass der Quotient zweier hypergeometrischen Reihen 

F(«> ß> r> *) 

sich in einen Kettenbruch von besonders einfacher Form 

1 

m i « 



i 



1 — etc. 

entwickeln läset, in welchem die a gewisse Constante nach x be- 
zeichnen, die er auch angiebt. Wird im besonderen Falle ß**0 f 
m geht die eine Reihe in 1 über; vertanseht man noch f mit y-1, 



*) C feile, Journal f. Math. Bd. XV, Transformation bestimmter Integrale. 
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so lässt sich also F(a,l,y,x) d.h. . 

1+ — x-\ 7— pTT * + etc. 

selbst durch einen Kettenbruch von angegebener Form darstellen. 

In der Arbeit: Methodus nova integr. valorea etc. wird ein 
specieller Fall betrachtet, nämbeh die logarithmische Reihe 

also j F(hhhr*)> welche daher einen Kettenbruch 



1— etc. 

verschaffen muss, der durch Entwickelung der einzelnen Brüche 
vermittelst Multiplication mit y nocli transformirt werden kann. 
Vertauscht man noch y mit x, welches man sich reell und > 1 
denken mag, so ergiebt sich aus den allgemeinen Untersuchungen: 
s lässt sich 

in einen Kettenbrnch 



(«) 



X 



x— etc. 

entwickeln. Die Nenner der Nalierungsbrüche. und ebenso ge- 
wisse hierbei vorkommende Beste haben einen merkwürdigen Zu- 
sammenhang mit den Kugelfunctionen, den Gauss in der zuletzt 
erwähnten Arbeit entdeckt hat. Dieser Zusammenbang soll im 
Folgenden aufgesucht werden; man setzt hierbei die erwähnten 
Folgerungen aus allgemeinen Sätzen nicht voraus , und findet ge- 
legentlich die Bestimmungsstticke a des Kettenbruchs. 

fr 63. Es seien Z» und N n die auf gew&nKche Art gebild* 
ten Zähler und Nenner des **« Näherungswerthes eines Ketten* 
brochs, und zwar zähle man das n so, dass in dem Falle, m 
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welchem ein Broch von der Form des im §.62 am Schlüsse er- 
wähnten (a) vorliegt, 

Zj =1> Z t = x f etc. 

iVj = iV t =s x % — a it etc. 
sei; man weiss, dass dann allgemein 

Z» = xZ^i — a»_iZ»_j, 

wird. Hieraus folgt sogleich, dass der Grad von Z„ und 2V» resp. 
»— 1 und n ist, dass ferner diese Functionen als Glieder höchsten 
Grades nach x resp. of 1 oder x* enthalten. Endlich ist anch be- 
kannt, oder lässt sich aus den letzten beiden Gleichungen leicht 
beweisen, dass 

Z n N m -t—Z*-iN m = a 4 a t ... 0,-1 

wird. 

Hängen Grössen Z und N durch die Gleichungen 
Z t = 1, Z f = x, N t = x } N t = x*— o, , 
und für jedes n, welches grösser als 1 ist, ausserdem durch 

Z„ = &Z„_i — a«_i Z»_2 , 

N n = X Nn~l — «1.-1 #»-2 

zusammen, so sind Z» und JV» auch umgekehrt die auf gewöhnliche 
Art gebildeten Zähler und Nenner von dem n* n Näherungswerthe 
des Kettenbruchs 

1 



X — etC. . ^ 



Der Beweis folgt unmittelbar daraus, dass Z, und N m durch jene 
Gleichungen vollständig bestimmt sind, und dass man die Zähler 
und Nenner der Näherungswerthe des Kettenbrnchs eben successive 
durch diese Gleichungen bildet 

Kann irgend eine Function q> durch einen Bruch, wie (a) im 
vorigen Paragraphen, dargestellt werden, so ist <p der Werth von 
2, 

— für n = oo; bildet man also eine Keihe von Gleichungen 
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JV.+1 N m ~ N n N n + t ' 
£»4-? Z^x o, a t ...a n ^i 

etc. etc. 
und addirt, so ergiebt sich 

<p - £ = a, «,...«. (jf-L- + jJ&L- + etc.) ■ 

Abgesehen von der Function tp würde man jedenfalls finden, dass 
Z Z 

immer -rp — gleich dem Ausdrucke auf der rechten Seite ist, 

z . z 

wenn — für « = oo eine Grenze hat, die durch -r^ bezeichnet wird. 

iY« iVao 

Beachtet man den Grad der hier vorkommenden Grössen, so 
folgt: Lässt g> sich in (a) entwickeln, so muss der w 1e Nenner 
JV. =s z*+ etc. so beschaffen sein, dass N H (p—Z H , nach absteigen- 
den x entwickelt, keine höheren Potenzen von x als die — (it+l) te 
enthält. 

Man kann die Form von Z und N noch genauer bestimmen ; es 
enthält nämlich N M nur Poteuzen die mit n gleichartig, d. h. deren 
Exponenten mit n zugleich gerade oder zugleich ungerade sind, und 
Z m enthält nur Potenzen von gleicher Art wie («—1). Für die 
ersten Z oder AT, z. B. N if N t , N s ist dies ohne weiteres klar, für 
die anderen durch die Recursionsformel 

JV„ = xN n -i — 0,-1 #„-2 
und durch diejenige welche den Z entspricht bewiesen: in der That, 
ist JV„_2 gleichartig n — 2 also auch n, und iV„_i gleichartig n— 1, 
so wird xNn-i gleichartig n; es muss also N von der Form sein 

N m = x 9 -f c t x*- 2 -\-c A x*~*-\- etc. 
Z n ss x*~ l + k t 3 + etc. 
Geht man nun zu N n q> — Z m (s. o.) zurück, so lässt sich das Resul- 
tat bestimmter fassen, wenn zwei Fälle unterschieden werden: 

1) Ist n gerade, so wird JV» nur dann der Nenner des *i ,en 
Näherungswerthes eines Kettenbruchs (a) sein können, welcher eine 
Function g> darstellt, wenn c 0 = 1 und 

Heine, Handbuch d. Kugelftinciioneu. \\ 
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(a) ... N H = c 0 <r"+(? f tt"- M f-c., 

wenn ferner in dem Producte g>N H die — l ,e , etc. — w ,e Potenz 
von x fehlen. 

2) Ist n ungerade, so muss (c 0 = 1) 

(b) ... N n = x(c 0 x n ~ l -f c t a;* -3 -f • • • -f* c»-i) 
sein, und im Producte q>N n fehlen die — l 1 *, — 2 ,e , etc. — » ,e Po- 
tenz. Diese Eigenschaft führt zur Bestimmung der Coefficienten c. 

Wendet man dieses nämlich, um zuerst die Gleichungen 

x4-l 

für die c aufzustellen, auf die Keihe q> = ^log — an, 

X — — L 

d. h. auf 

3 /j.— 5 

und bildet im ersten Falle die betreffenden Coefficienten des Pro- 
ductes N n <p, so sind alle Coefficienten von geraden Potenzen von 
selbst 0; die übrigen ad 1 erwähnten setze man gleich 0 und 
erhält dann 

+ — H ___ — ü > 



3*5' w-f-3 
etc. etc. etc. 

w— 1 ^ « ^ 2»— 1 ; 
weil die Ausdrücke auf der Linken gerade die Factoren von x~\ 
ar 3 , . . . ! > in dem Producte iV<p darstellen. Es sind dies genau 
Gleichungen, d.h. so viel wie Unbekannte c,, c 4 , ... c„ vor- 
kommen. 

Im zweiten Falle wird 

7W = °> 



3 




5 " 


5 


+ 


7 


etc. 




etc. 




• + 


di-3 



»+4 
etc. 



zu setzen sein, und man hat i(n— 1) Gleichungen, so viel wie Un- 
bekannte c tJ c Af etc. c*_i existiren. 
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Diese Systeme von Gleichungen sind zuerst von Gauss in 
der erwähnten Arbeit über die mechanischen Quadraturen aufge- 
stellt und gelöst worden; er findet die Unbekannten durch ein nicht 
näher von ihm angegebenes Verfahren. Ferner ist von Jacobi *) 
eine Auflösung geliefert, welche hier mitgetheilt werden soll. End- 
lich hat der Verfasser **) die Systeme verallgemeinert, durch directe 
Elimination der Unbekannten aufgelöst, und dadurch die Resultate 
von Gauss von der logarithmischen auf allgemeine hypergeome- 
trische Reihen übertragen. 

Nach Jacobi löst man die Gleichungen und zeigt zugleich 
dass die Auflösung bestimmt ist, indem man zunächst die Auf- 
gabe durch eine audere ersetzt. Man sucht nämlich im Falle 

1) die Function JV» von der Form (a) pag. 162, für welche 

/ W -=/ V. * - / W = etc. =f W-« rfx = O 

-i -l -l _i 

wird; es ist das erste, dritte, fünfte etc. Integral offenbar das Dop- 
pelte der linken Seiten der ersten, zweiten, dritten Gleichung im 
ersten Systeme, verschwindet also, weil die c diesen Gleichungen 
gentigen sollen, während das zweite, vierte etc. Integral 0 ist, weil 
diese Integrale unbestimmt genommen nur gerade Potenzen von x 
enthalten. Man wird die Function N und zwar auf eine Art be- 
stimmen können (s. unten). Im Falle 

2) sucht man aus ähnlichen Gründen eine Function N H von der 
Form (6), für welche 

f Ndx = y° Nxdx = etc. = Nx n ~ l dx = 0. 

Die Bedingungen in den beiden Fällen, dass eine Reihe ge- 
wisser Integrale verschwinden soll, kann man in eine andere Ge- 



*) Crelle, Journal f. Math. B<L 1: Ueber Gauss neue Methode, dieWerthe 
der Integrale näherungsweise zu finden. 

**) Crelle, Journal f. Math. Bd. XXXII: Schreiben an Jacobi über Ver- 
wandlung von Reihen in Kettenbrüche, und Bd. XXXIV: Untersuchungen über 
die Reihe 

(i_ ,)(i- t i) 

II. Abschnitt; Bd. LVH: Uebec die Zahler und Nenner von Kettenbrachen. 

11* 
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etalt bringen, indem die Formel fiir die Integration durch Tbeile 

J*udv = uv — Jt)du 

wiederholt angewandt wird. Hier stellen u und v ganze Functio- 
nen von x vor; es lässt sich also unbedenklich, wenn de gegeben 
ist, ein solches t> wählen, dass c für x = — 1 verschwindet, und u 
wird nicht unendlich. Daher hat man, bei so gewähltem v, auch 

Judv = wo— Je du; 

setzt man nun u = x", dt = N, also e = jNdx, indem vorläufig 

—l 

JV irgend eine ganze Function von x bezeichnet, später erst unseren 
Nenner, so wird 

(r) . . . Jx m Ndx = xJ*Ndx — mjx**- 1 dxj*N dx, 
-i -i -i —i 

woraus für m = 0, 1, 2 folgt 

jNdx = Jfidx 

JxNdx = xjNdx-Jkdx % 

Jx*Ndx = x*jNdx~2/xdxjNdx. 
— i -i ~i —l 

Die letzte Formel verwandelt sich durch die vorhergehende, wenn 

in dieser Jkdx statt N gesetzt wird, wodurch 

JxdxjNdx = xjNdx 9 -jNdx> 

entsteht, in 

fx % Ndx = xjkdx - 2xfNdx % + <*ßdx\ 

-i -i -i -i 

Allgemein, wenn für alle m, von m = 0 bis m ss m, die Integrale 
überall von —1 an genommen, die Gleichung besteht 

also auch nach Vertauschung von N mit /Ndx die Gleichung 
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Jx~ dxjNdx = x^fxdx 1 — ai? x- l J % Ndx*+ x»- 2 JncIx* - etc. , 
so findet man nach (c) 

Jx^Ndx = x m + l jNdx-(m+l)x»jNdx* 

+ (m+\)a i * ) x~- l jNdx* — (m+l)a™ 

d. h. einen Ausdruck von derselben Form, wie der bis m = m gel- 
tende noch für m = Gelegentlich kann hinzugefügt werden, 
dass 

^> 1 = m + l, fl&i^m+l)^, a£U = (m+l)a£\ etc., 
woraus Bich der Werth aller a ergiebt, nämlich 
aüli = (m+l), 
a™i = (m+l)m, 

«Sil = (m + l)ai 2) = (m-\-l)m(m- 1), etc. 
schliesslich auch 

Jx m Ndx = x~J*Ndx — mx^-^Ndx 1 

+ m(m — l)x^ 7 /Ndx i -etc.±m(m—l)..AjN 

~i -i 

Aus diesen Hülfsformeln sieht man, wie die Bedingungen 

ad 1 und 2 sich in die anderen umgestalten, dass 

Jhdx, jNdx*, . . . fNdx* 

-l -l -l 
für x s=s 1 verschwinden müssen ; dadurch ist aber iV bis auf einen 
constanten Factor vollständig bestimmt, welcher aus der Eigenschaft 
von JV, dass es mit x* beginnt, gefunden wird. Setzt man nämlich 



Ndx n = (p(x), 

-l 

so ist tp(x) eine ganze Function, ausserdem vom Grade 2n, da JV 
vom » ,fn Grade war; ferner ergab sich dass <p(\) = qp'(l) = etc. 
= ^ B - J (1) = 0, was sich so ausdrücken lässt, dass <f(x) durch 
(x — 1)" theilbar sein muss. Ausserdem ist noch <jp(— 1) = ^(—1) = etc # 
= <3P" — x ( — 1) = 0, also q>(x) auch durch (x+l)*, folglich durch 
(x*-l)» theilbar, und als Function 2» te » Grades cp(x) = k(x % — l)", 
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wenn k eine Constanto bezeichnet. Hieraus folgt 

JV * ~ - k dx» 1 

und daher bis auf eine Constante =F*(x); es fängt aber ftjit x* 
an, so dass genau der Werth von JV wird: 

Z H ist dann die ganze Function (»— l) ten Grades, welche durch Multi- 

(x *4~ 1 \ 
^— entsteht. 

§. 64. Ganz abgesehen von den Kettenbruchentwickelungen 
ist hierdurch genau bewiesen, dass eine ganze Function » ,en Grades 
N n = PJJ existirt, so beschaffen dass 

in die Summe einer ganzen Function vom offenbar («— l) lpn Grade, 
Z n vermehrt um .einen Rest S n zerfallt, welcher nur negative Po- 
tenzen von x von der — («-H)" n an incl. enthält. Z m und S M hat 
schon Gauss entwickelt, aber das erste in weniger übersichtlicher 
Form als die welche sich nach den Untersuchungen von Christoffel 
herausstellt. Benutzt man nämlich die Gleichung (23) 

1.2... n 

und multiplicirt sie mit * * * * -r, so wird 

1 • o . . . u/l — 1 J 

(o) ... log J±j = 

► 

wo Z n eine ganze Function von x ist, nämlich 

_ hlili_!L_ /(2>i-l) , (2n-5) , N 
" 1.3. ..(2«— 1)\ l.n r + 3(»-l) r + et< V> 



,(2n— 1)\ l.n 7" 3(» — 1>* 

1.2... n 
l73...(2w— 1) 



x-\~ 1 

so dass, wenn £log — r- sich in einen Kettenbruch der verlangten 

x i 

Form entwickeln lässt, der Zähler des n ,eB Näherungswertheß Z,, 
der Nenner iV„ = und der Rest S„ durch Kugelfunctionen aus- 
gedrückt worden sind. 



I 
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Es bleibt noch übrig, die Möglichkeit der Entwickelung nach- 
zuweisen, und den Bruch selbst zu finden. Dazu fasse man fol- 
gende Bemerkungen zusammen: 

1) Nach der Gleichung (a) dieses Paragraphen unterscheiden 

sich Aloe— — - und — * nur um — *, also wenn man sich wie es hier 

immer geschah, x >• 1 denkt, um eine convergentc Reihe, welche 
mit der — (2n-f l) teu Potenz von x anfängt. Für n = oo werden 
daher beide Terrae gleich, oder 



2) Es sind die P durch eine Gleichung 

verbunden. Denn nach (16) ist 

n p»_( 2n -l)^- 1 +(n-l)P- 2 = 0, 
also nach p. 118 



(P) ... Pt-x^- 1 * (^(2^3) ^ 2 - °- 



Man erhält dadurch eine Gleichung von der vorerwähnten Form und 

n* 

a " ~~ (2n— l)(2n+l)' 

ferner ist P^ = x, P* = x % —\ = x* — a { . 

3) Multiplicirt man (6) mit £log wodurch jedes Glied 

x — l 

x-\- 1 

Plog^ — j in eine ganze Function und einen Rest zerfällt, so muss 

dieselbe Gleichung zwischen den ganzen Functionen (und zwischen 
den Resten) für sich bestehen, also hat man auch 

(c) ... Z„ — xZ n -i -f a„_i Z„_ 2 = 0. 

Aus (6) und (c) leitet man aber als Werth von ~ für jedes n nach 

0 

p. 160 den ersten Theil des Bruches (a) im §. 62 ab, welcher mit 

du \ X ~f* 1 

sebüesst; es ist daher ilog- — - wirklich in einen Kettenbruch 

X X—— 1 

von gegebener Form entwickelbar, und der Bruch selbst, wegen 
deB oben gefundenen Werthes von a H , 
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§. 65, 46. 



x 

1.3 

_2 L 2 

X 3J5 

3.3 

X ~5^ 

x— etc. 

■ 

Anhang. 

§. 65. Im Vorhergehenden sind die Eigenschaften der Kugel- 
functioncn einer Veränderlichen und ihrer Zugeordneten entwickelt. 
Es wurden hierzu zwei Methoden benutzt, von denen die eine als 
die ältere bezeichnet werden kann, nämlich diejenige, welche diese 
Functionen als Lösungen gewisser Differentialgleichungen betrach- 
tet. Man hat gesehen , wie eine Reihe merkwürdiger Eigenschaften 
durch diese Methode ermittelt wurde, die zwar auch auf andere 
Art sich ergeben, aber zum Theile weniger leicht oder weniger 
naturgemäss. Hatto man diese schon historisch berechtigte Me- 
thode übergangen, so würde eine bedeutende Lücke geblieben sein, 
indem z. B. bei Aufgaben der mathematischen Physik, in denen die 
Kugelfunctionen auftreten, gerade die Eigenschaft, dass sie die Dif- 
ferentialgleichung integriren, die primitive zu sein pflegt. 

Die andere Methode lässt unsere Function als Entwickelungs- 
coefficienten auftreten, und ist vorzugsweise zur Darstellung der- 
selben durch bestimmte Integrale und besonders für die Q geeignet 
Durch den Beitrag den sie zur Lehre der bestimmten Integrale 
liefert, besonders wenn die mit n bezeichnete Grösse aufhört ganz 
zu sein, oder wenn x imaginär ist, und wenn es auf sorgfältigere 
Untersuchungen ankommt, möchte sie, abgesehen von der Leich- 
tigkeit, mit der sie manche Fragen im Folgenden bei verhältniss- 
mässig geringer Kechnung liefert, nicht ohne Werth, und somit 
die hier gegebene weitere Ausführung dessen berechtigt sein, was 
Jacobi im 26 ,ten Bande des Cr e 11 e' sehen Journals in seiner 
mehrfach erwähnten Arbeit mittheilte. 

Die Function P" wurde zunächst durch die Entwickelung einer 
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Quadratwurzel eingeführt; die allgemeinere Form 

hat schon Gauss in seiner Arbeit über die bypergeometrische 
Reihe untersucht. Entwickelt man dieselbe nach aufsteigenden a 
in eine Reihe 

so wird 

c n(v+n-l) ( n(n-l) 
U *"iI(v-l)JT(») V x l(*+*-l) 4 

n(i»-l)(tt-2)(fi-3) Y 

es lässt sich also C» nach (28) vermittelst eines vielfachen Differential- 
quotienten darstellen. Um diesen in eine möglichst bequeme Form 

1 x 

zu bringen , stelle man C n durch eine nach u = — — fortschrei- 
tende Reibe dar, wozu man am leichtesten sogleich in iß diese 
Transformation vornimmt. Dadurch wird 

fl =[<—> , ('+(iS j ')n 

behandelt man diesen Ausdruck wie mit einem ähnlichen, der sin , ■^• 

2 

enthielt, im §. 4 verfahren wurde, so findet man 

_ (2iQ(2 y +l)...(2y+»-l) / 2^1 \ 

C *--T3Z. n *\-*,» + 2v,-£-, 

im besonderen Falle v = i die Reihe (c) des §. 4. Setzt man 
nun in (28) 

a= 0, &= 2*+l, 

so wird 

ir^C * v(v+l)...(v+n-l) <r *y 

p> ej - (2i/+n)(2i'+»-hl)...(2v-f-2»-l)dx nV ; 

Diese Formel tritt zuerst in Jacobi's Abhandlung über die hyper- 
geometrische Reihe auf, und ist*) aus seinen hinterlassenen Papieren 
mitgetheilt. 

Gauss entwickelt & nach Cosinus der Vielfachen von 6, wenn 
wieder x= cos0 gesetzt wird, in eine Reihe 

A + 2j4, cos 6 + 2A 2 cos 20 -f etc. 

*) Borchardt, Journ. f. Math. Bd. LVI f §. 5. 
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deren Cocfficienten A zunächst in der Form des im §. 48 erwähn- 
ten Eul er 'sehen Integrals auftreten also kn wesentlichen P£ sind. 
Gauss bringt sie in die Form von Reihen, die sämmtlich byper- 

£X GL 

geometrische sind, und entweder nach er, oder a %^ t °^ er J^fx)^ 
oder endlich nach , — fortschreiten. Hansen*) erwähnt eine 
Entwickelung von Sl selbst nach Potenzen von t , die er für 

et *j- X 

den Fall v = \ ausführt. Endlich vergleiche man über die numerische 
Berechnung der A ausser der Me*c. ce*l. und den Exercices noch 
das Habilitationsprogramm von Scheibner**). 



II. Theil. 

Die Kugelfunctionen mehrerer Veränderlichen. 



Erstes Kapitel. 

Entwickelung der Kugelfunction erster Art nach Laplace. 

§. 66. In der Einleitung wurde gezeigt, wie Laplace in den 
Memoiren von 1782, von der Entwickelung der Beciproken der 
Entfernung zweier Punkte im Räume ausgehend, auf welche ihn 
das Potential führte, zu der Kugelfunction P" gelangte, in der als 
Argument eine Grösse cosy vorkam, welche nicht unmittelbar ge- 
geben war, sondern die gegebenen Stücke, (nämlich die Winkel 
welche die Lage zweier Punkte bis auf ihre Entfernung vom An- 
fangspunkte bestimmen) in der Verbindung 

(47) . . . cosy = cosöcos^-f-sinösin^ cos(t// — 
enthielt. Es lag 0 und O t zwischen 0 und n, yt und ip l zwischen 
0 und 2fr. Denselben Winkel führt Legend re auch in den Savans 

*) Entwickelung der negativen nnd ungeraden Potenaen der Quadratwurzel 
etc. §. III, no. 43. 

**) Ueber die Berechnung einer Gattung von Functionen , welche bei der 
Entwickelung der Störungsfunction erscheinen. Gotha, 1853. 
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Prangers S. 418 ein. Laplace gab dann die Differentialgleichung 
(a) des §. 2 für P B (cosy), auf welche er durch die in der Einleitung 
angegebenen Betrachtungen gefuhrt wurde, und entwickelte mit 
ihrer Hülfe P(cosy) nach Cosinus der Vielfachen von (y/ — 
während Legen dre an obiger Stelle nur das von unab- 
hängige Glied dieser Entwickelung fand, und endlich in den Me- 
moiren von 1789 S. 432 die Laplace'sche Entwickelung in die 
schliessliche elegante Form brachte, in welcher sie jetzt überall 
auftritt. 

Am directesten gelangt man zu der Gleichung (a) des §. 2 
wohl auf dem von Laplace eingeschlagenen Wege; nach dem 
hier gewählten Gange, bei welchem zuerst die Eigenschaften der 
Functionen einer Veränderlichen untersucht und fUr eine Dif- 
ferentialgleichung nach * aufgefunden wurde, scheint es vorzuziehen, 
diese Differentialgleichung zu Grunde zu legen, und aus ihr, nach 
den Andeutungen der Anmerk. im §.11, d. i. nach der Methode 
von Legendre*) in den späteren Arbeiten, die partielle Differential- 
gleichung (o) abzuleiten. 

Ea war die Gleichung welcher = f genügte, nach §.11 

(l-*«)g-2 2 g+»(„+l)/-=0; 

setzt man nun 

z = acos# + &sin0cosY>-f-c8in08in^ 

und bezeichnen a, b, c, Constanten nach 6 und xfj, es mögen diese 
Veränderlichen reell oder imaginär sein, so wird 

-J**- = — -asin0 + 0<>os0cosV + ccos08ini^, 
d6 x 

dz d*z 

— = (—&siny+ccosy/)sin0, ^—f == — (ftcos^+esin t^)sin 0. 
Daher geht 

«... w+^^ + ^W 

*) Exercicca T. II, 5»™« partie §.XI, p. 263. 
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A = (J^) -f(&sin# — ccoBtpy 

D I t Ä^S . 1 Ö*Z 

wird. Die Ausführung der Rechnung zeigt, dasa A vermehrt um 
* , --a , — 6' — c* verschwindet, dass B= — 2z, dass also (a) sich in 

verwandelt. Waren a, b, c so gewählt, dass a'+^+c's 1, so 
wird nach der Gleichung (9) vorstehender Ausdruck =— »(n+l)/", 
so dass i^C«) der Differentialgleichung genügt 

(48)... 0 +C otgög+^0+»(» + l)/=O. 

Solche Werthe ö, 6, c, welche a , 4-6 t +c , = l machen, sind 

cos^, sin ^cos^, sind, sin V f ; 
setzt man dieselben ein, so verwandelt sich * in die rechte Seit« 
von (47), und f = P*(cosy) gentigt der Gleichung (48). 

Ehe wir zur Integration derselben schreiten, sollen die Formen 
aufgeführt werden welche sie annimmt wenn man für cos0 eine 
Grösse x einführt, oder für diese wieder eine andere g = t ^r*~ 1. 
Um die Symmetrie zu erhalten, kann man dann in dem Ausdruck i 
auch für cos0, eine Grösse x l , resp. g t = i fa]— 1 einführen; ge- 
schieht dieses, so gestalten sich unsere Resultate wie folgt: 

Setzt man 

(47, a) ... z = xx t — ix 1 — lix\— lcos(y — 
so wird /"= jP*(«) der Differentialgleichung 

<<M- Ä(( 1 - a;,) I) + (T^)|^ + n ( B + 1 ^= 0 

genügen, oder auch für g^i^x 1 — 1 der Gleichung 

(48,6) ... P1 fi=?jL(«yi=7|f )+|^ t+Ä („ w/ - = o. 

Eine Grösse die von x, x i etc. durch (47, a) abhängt, 
soll im Folgenden immer durch z bezeichnet werden, 
so wie y für eine von 6, etc. durch (47) abhängende 
Grösse gebraucht wird; ferner soll zur Abkürzung zu- 
weilen 
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(47, c) ... q> = V~ Vi 

gesetzt werden. 

In (48) kommt nur 0 und \p nicht aber 6 i und \p { vor; wegen 
der Symmetrie des Ausdrucks cosy muss aber fiir P"(cosy) noch 
immer eine Gleichung von der Form (48) bestehen, wenn man 0 
in derselben mit 0 t oder \p mit \p l vertauscht, allgemeiner wenn 
für 0 irgend eine der zwei Grössen 0, 0 n für tp irgend eine der 
beiden \p, tp lf gesetzt wird. 

Es ist P^cosy) eine ganze Function vom Grade n von cosy, 
daher auch von cos0, sin 0 cos 1//, sin 0 sin xp. Von jeder ganzen 
Function der drei Grössen cos0, sin 0 cos t//, sin0sint/>, welche für/* 
gesetzt der Gleichung (48) genügt, sagt man, sie gehöre zur 
Gattung der P" in Bezug auf 0 und y; ähnlich von jeder 
ganzen Function von x, cos?// yx l — 1, sini// ~\/x % —l f die (48, a) ge- 
nügt, sie gehöre zur Gattung der P" in Bezug auf x 
und t//. In Bezug auf die Zeichen der Wurzeln gelten die alten 
Bestimmungen, deren Zweckmässigkeit man hier einsehen wird, wo 
0 immer zwischen 0 und n liegt, also nach der alten Festsetzung 
fe* — 1 für <r = cos0 immer genau mit tsintf übereinstimmt. 

§. 67. Wir gehen nun zur Entwickelung von P"(*) nach den 
Cosinus der Vielfachen von q> über; da ä in keiner höheren als 
der n ien Potenz in P*^) auftritt, so kann P" kein höheres Vielfache 
von q> als das n fache enthalten; da ferner nur ein Glied z n , also 
nur eines cos" 9 enthält, so kann auch cos tup nicht fehlen. Es hat 
daher P*(») die Form 

mzzn 

2 u M cos mq>, 

wenn u weder tp noch \p x , sondern nur x und x k enthält; setzt 
man diesen Werth statt f in die Gleichung (48, a), in welcher rp 
nicht selbst vorkommt, sondern nur als Buchstabe nach dem dif- 
ferenttirt wird, so bleibt nach dem Einsetzen die linke Seite von 
(48, a) eine Reihe, die nach Cosinus der Vielfachen von tp geord- 
net ist: soll Bie verschwinden, so muss jedes Glied fiir sich ver- 
schwinden. Lässt man in den m l9n Gliedern den gemeinsamen 
Factor cosrntp fort, so muss demnach«« der Differentialgleichung 
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genügen. Diese stimmt aber mit (39) überein, und ist durch die 
Form 

im §. 5G vollständig intcgrirt, wo g und h Constante sind, d.h. 
kein x enthalten, oder da u nur von x und x t abhängt, wo g und 
A nur x t enthalten können. Man sieht auf der Stelle, dass alle h 
verschwinden müssen: denn setzt man für u m den gefundenen Werth 
in so verwandelt es sich in 

"t—n ntrr* 
w=<J m—K) 

P wird für kein endliches x, also auch nicht für x = 1 unendlich, 
während Q(i) = co ist, so dass alle ä verschwinden müssen, und 
als Werth von nur die erste endliche Reihe übrig bleibt, welche 
die g enthält. 

Wegen der Symmetrie von in Bezug auf x und x t mnss 

dasselbe auch die Form 



2 k m P m (x t )coBmg> 

haben, wo k nur x enthalten kann; die beiden Cosinusreiben 

SgmK{x) cos mrp, Sk^ix^cosnup 
müssen also gleich, und weil die Gleichheit für alle <p besteht, 
identisch sein, oder 

g m K(x) = WCfo) 
während g nur x t , k nur x enthält. Hieraus folgt, dass wenn b» 
einen numerischen Werth vorstellt 

gm = b m K{x l ) } k m = b m K(x) 

wird, dass also 

(a) . . . />*(*) = 2 ftj£(aOKi 

ist. Diese Form hat Laplace angegeben; er hat auch die Con- 
stanten bestimmt, aber die wahre Natur der i°l in sofern nicht 
erkannt, als er sie nach absteigenden Q^i^x*— 1 entwickelte, für 
dieselben also die Keinen §.51 ad 2 die nach q geordnet sind an- 
wandte. Bei der Bestimmung der b findet sich der Irrthum, auf 
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welchen an der citirten Stelle hingedeutet wurde: der Fortachritt 
von Legend re bei dieser Formel bestellt in der richtigen Be- 
stimmung der b und darin, dass er für die ihre eleganteren 
Werthe einführte. Man vergl. die oben citirte Stelle in den Me- 
moiren von 1789. 

Die numerischen Constanten lassen sich wohl am leichtesten 
durch Berücksichtigung des Falles x == x { = <x> bestimmen, für 
welchen sich z auf 2a? , sin* \<p reducirt. Dividirt man (a) durch x 2 *, 
so wird nach (2) und (34, a) für x = oo 

Ä 1.3...(2 W ~l) (2sIjit , y)W> ^ K(x) = ^ 
i • * • • . ii 

also 

n 1 . 3 . . • (2#i — — 1) . 0 _ !L, 

2 •— -sm 2 "ifl) = 2o m cosmu>. 

1.2... « ^ u 

Bekanntlich ist 

(-l)"2 2, W"iy = 2cos«p — 2 — cos(fi-l)g> 

+ T72 — co8(n — 2)9+ — + (— 1) 1.2...» ' 

also nach Umkehrung der Reihe 

, JT(2fi) /. , _ »(»—1) _ , \ 

= (— J ) iT/ Irr/ A 1 — 2 — rT cos y+ 2 / , iw , O , cos2y+etc> 
v 7 J7(»)U(»)\ »+1 T (n+l)(»+2) r / 

Führt man endlich eine numerische Constante a durch die Glei- 
chungen 

(49)... **-*' n{n+m)n(n _ M) > 

H / 1.3.5...(2/i — 1) \» 
°"""V 1.2.3...« y 

ein, so wird 6» = ( — l) m ai, also schliesslich 

(49, a) ... P 9 (z) = F i (xx i - y^Ty^J^i c08 y ) 



Untersucht man mehrerer solcher Functionen ftlr ein gleiches n, 
so wird es erlaubt sein, sämmtliche obere Indices fortzulassen. 

Der von Legendre zuerst gegebene Satz über das von (p 
freie Glied (§.66), der hieraus ohne weiteres fliesst, lautet: 
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o 

§. C8. Ausser dieser Entwickelung von /*"(*) nach Cosinus 
der Vielfachen von g> sind offenbar noch andre möglich, und ea 
sind auch noch andere bereits ausgeführt worden. Im dritten und 
vierten Kapitel wird uns eine solche beschäftigen, welche nach ge- 
wissen ganzen Functionen von neuen, statt d und einzufüh- 
renden Veränderlichen fortschreitet; hier soll nur noch die- 
jenige erwähnt werden, welche Hansen im 4*** Bande der Abhandl. 
d. Sächsischen Gesellschaft d. W. in der schon früher genannten 
Arbeit*) durchgeführt hat. Es bedeuten 6 und 0, dort die Brei- 
ten zweier Himmelskörper, während q> die Neigung ihrer Bahnen 
vorstellt; wenn die letztere klein ist, so hat eine Entwickelung nach 
Cosinus der Vielfachen von g> für die numerische Rechnung keine 
Bedeutung, wohl aber eine Entwickelung nach Potenzen von 
sin \cp oder tang(Jqp). Nach solchen Grössen ordnet Hansen 
die Function P"(cosy) (bei ihm, in n°. 2-k ist D n unser P"(cosy)), 
und verwandelt die Coefficienten , die bei unserer» Darstellung Po- 
tenzen von sin0, cos0, sinfl,, cos0 t enthalten würden, in Reihen 
die nach Sinus und Cosinus der Vielfachen von 0 und 0 % 
geordnet sind. Man übersieht aus (49, a), wenn man sich cosi»? 
in eine Potenzreihe entwickelt denkt, dass jene Coefficienten linear 
aus den Aggregaten P u (cos 0) . P m (cos d i ) zusammengesetzt sind; es 
käme also noch darauf an, jedes der Aggregate nach den trigono- 
metrischen Functionen der Vielfachen von 0 und 6 X zu ordnen. 
Hülfsformeln dazu sind im §. 51 ad 3 gegeben, aus denen man er- 
kennt dass jenes Aggregat mit (sin 0 sin 0 t ) ±m multiplicirt aller- 
dings eine einfache Entwickelung liefert; dagegen würde schon 
P M (cos 0) selbst eine complicirte Entwickelung nach den Sinus und 
Cosinus der Vielfachen geben, indem man dazu sin M 0 in eine solche 
Reihe verwandeln und diese mit 

w(<l - w)g+ (*-»K^ e«(«-»--*)>+ etc. 

*) Entwickelung der negativen und ungeraden Potenzen der Quadratwurzel etc. 
8.285—876. Man rergl. auch das Programm ron Scheibner. 
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multipliciren mues. Hansen hat dieses vollständig durchgeführt, 
und die Reihe durch Hinzufügung von vielen Tafeln für die nu- 
merische Rechnung brauchbar gemacht. Da die Formeln sich nicht 
wesentlich zusammenziehen, und die Entwickelungen jenes Auf- 
satzes ohne Hinzufügung der Tafeln einen grossen Theil ihres Wer- 
thes verlieren müssten, so übergehen wir hier dieselben mit Ver- 
weisung auf das Original, und begnügen uns damit, die Aufgabe 
und die Methode, durch welche man sie mit Hülfe unserer For- 
meln lösen kann auseinandergesetzt zu haben. 

In n°. 37 seiner Arbeit hebt Hansen einen besondern Fall 
seiner neuen Darstellung von P H (&) hervor, von dem er später An- 
wendungen geben würde; da unsere Formeln die Lösung für die- 
sen leicht verschaffen, so soll er hier näher betrachtet werden. 

Es ist dies der Fall, dass P n (cosa cos ß) nach Cosinus der 
Vielfachen von ß zu entwickeln ist; uin diese Aufgabe nach (49, ä) 
zu lösen, setze man dort 

x l = 0, x = sina , tp c= ß 

und findet 

P"(cosaco 8/ S) = 2(—l) m a m P m (ama)P m (0)cosmß. 
Die Grösse P m (0) ist eine Constante, = i m %(0), also 0 wenn 
n — m ungerade ist, im anderen Falle das Product von t* und dem 
von x freien Gliede in $»(#), daher (cf. p. 120) gleich 

N 

(-lfn(n~m) 

2. 4... (ii — m).(n+t» -fl)(»-f f» + 3)...(2w — 1)' 

Zieht man dies mit a m zusammen, so folgt 

— .P"(cos« cos/*) = ^(-^.SST*^™")«»"* 
1.3...(2»— 1) rt \ i n n+m — m 

2 U 2 

die Summe über alle »gleichartigen m von 0 bis n, und für ro = 0 
die Hälfte genommen. Für ?»(sina) ist die Reihe (34) 
. . „ (n — m)(n — m — 1) . 

9,n ° S(S=I) sln °+ otc - 

die nach Potenzen von sina absteigt, oder nach p. 142 

\jj - 1.(2»— 1) cob( " ~ m + etc 7 

zu nehmen. 

Hein«, Handbuch d. KugdOinctionen. J2 
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§. 69. Dieselbe Grösse F (cosa cosf) lässt sich noch in tine 
andere Form durch (49, a) bringen, indem man x==cosa ; x t «cos/S, 
tp = \n setzt. Dadurch entsteht 

F(<so*aco%ß) = 2(—l) m (h m Pim(coBa) P 7m (coBß)coti2 mq>, 
wenn über alle ganzen m von 0 bis in snmmirt wird. Diese For- 
mel lässt sich noch verallgemeinern, indem man (49, a) im ganzen 
mmal nach cos cp differentiirt und dann cos<p = 0 setzt. Die linke 
Seite wird dann 

(-ircy^i^r^g^, (cos,)=o); 

der « te Differentialquotient verwandelt sich nach §. 43 in 

1.3.. .(2w — l) m 
n(n-m) W xx i>- 

Ferner wird für cosy == 0 und m > 0, 

cTcos(m + 2g)g, = ( _ lf(m+Vi ^ . 

d(cos9r 71 w 

Fasst man alles zusammen , und fuhrt auch rechts statt der P die 
Iß ein, so findet man endlich 



Diese Gleichung gestattet auch eine Umkehrung, d. h. sie giebt 
auch einen Ausdruck des Productes $ m (a;) Sß^fo) durch die Func- 
tionen ?«+2(xj?,), etc. Es mag genügen, wenn hier nur 
das Resultat der Elimination angegeben wird, welches sioh wobl 
am einfachsten in folgende Form fassen lässt: 



W //(»+*) rfx» <te? ~ 

<T (s'--l)(g?-l) <r+V(ss,) 

" t *2.4(2m+2)(2«i-f-4) d(xx x )~+* ' 
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§. 70. Im §. 68 wurde von anderen Formen gehandelt, 
welche die Function P(z) annimmt; d. h. von solchen Reihen die 
nicht mehr nach Cosinus der Vielfachen von q> fortschreiten: es 
giebt aber auch noch andere Methoden, die ursprüngliche 
Reihe von Laplace abzuleiten. Hansen*) theilt, um diese zu 
finden, das Argument * in zwei Theile, nämlich in 

a = xx t , h = — yx*— l^x\— lcos<p, 

entwickelt mit Hülfe des Taylor' sehen Lehrsatzes /**(a-t-A) nach 
Potenzen von h, setzt die Potenzen von cos<p in Cosinus der Viel- 
fachen von g> um, und sammelt dann sämmtliche Glieder welche in 
Cosinus des gleichen Vielfachen von <p multiplicirt sind. Dadurch 
findet er als Factor von cosmqp eine Reihe derselben Form wie 
die rechte Seite von (6) im vorigen Paragraphen, welche er durch 
die linke Seite summirt, und so unmittelbar die Form von Laplace, 
die Gleichung (49, a) erhält. Die Hülfsgieichung (6), ebenso auch 
(a) des §.69 entwickelt Han sen, bei dem dieselben zuerst vor- 
kommen, nicht auf dem Wege, auf welchen man im vorigen Pa- 
ragraphen zu ihnen gelangte, (es wurde dort die Kenntniss der all- 
gemeinen Formel (49, a) vorausgesetzt) sondern auf eine seinen 
Zwecken entsprechende Art, welche man an dem angeführten Orte 
im §. 2 findet, und die nur den Ausdruck von P* durch einen n ten 

* 

Differentialquotienten voraussetzt. 

Noch früher**), in einer schon mehrfach erwähnten Abhand- 
lung, hat Jacobi die Laplace' sehe Formel durch ganz verschie- 
dene Prinzipien abgeleitet, die sowohl wegen ihrer Einfachheit als 
auch wegen der Wichtigkeit für das Folgende hier vollständig mit- 
getheilt werden sollen. Die Methode beruht auf einer zweckmässigen 
Benutzung der Gleichung (4, a) im §.6, welche ergab dass 

^A'— B*— C* J ^ + ^cos^H-Csinjy 9 

wenn, um nur den Theil des Satzes zu erwähnen, welcher hier in 
Frage kommt, A positiv und ebenso wie B und C reell, ferner 

*) Abhandlungen der Sächsischen Gesellschaft der W., I.Bd. 1862, S. 128—130: 
Ueher die Entwickelang der Grösse (1— 2ofl-f a')~* nach den Potenzen von a. 
•*) Crelle, Journ. f. Math. Bd. XXVI. 

12* 
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A t —B % —C t positiv ist. Der Satz wurde später (im §. 47) noch 
verallgemeinert und auch auf andere Werthe von A, B, C tiber- 
tragen; es scheint aber angemessen, die erste Formel zu Grunde 
zu legen, welche mit geringeren Mitteln abgeleitet wurde. Beweist 
man durch dieselbe (49, o), so erlangt man diese Formel allerdings 
zunächst nur für den Fall, dass x und x t reell und grösser ah 1 
sind; da aber die zu beweisende Gleichung auf beiden Seiten nur 
ganze Functionen von x, x lf }'x % — 1 und ix\— 1 enthält, so folgt 
unmittelbar, dass wenn sie für die erwähnten Fälle gilt, sie auch 
für alle x und x x richtig bleibt, wenn nur die Zeichen der Quadrat- 
wurzeln auf beiden Seiten gleich genommen werden. 

Denkt man sich x als den grösseren der beiden Werthe x 
und x lt ferner x positiv, und zerlegt l — 2az+a* in 

(x-axtf— (/a^-lcos?//— a/a^-lcos^)*--- U x^l&my—ctf x\— lsinty )*, 

so hat der vorstehende Ausdruck die Form A*— B l —> C 1 , wo 

A = (x — ax t ) 

gesetzt, also bei hinreichend kleinem a positiv wird. Durch die 
Htilfsformel entsteht dann 

i _ i r 2 * dn 

|/l-2a»-|-a ,— 2«y (x+cos(\p-ri)^ x % -i)-a(x v + 003(1//, -^j/arj-l)' 
entwickelt man auf beiden Seiten nach aufsteigenden Potenzen von 
a, so ist mit a" auf der linken Seite P*(z) multiplicirt, also 

(50)... fW- 55/ ( x + cog(V) _,)y x .-ir' 

Es bleibt noch die weitere Transformation der rechten Seite dieser 
Gleichung, deren Zähler sich in eine nach Cosinus der Vielfachen 
von (Vi — y) fortschreitende Reihe der Form 

(a) ... c 0 +2c 1 cos(ty—iri + 2c t cos 2(^ — 17)+ etc. 
entwickeln lässt, während die Reciproke des Nenners eine Reihe 

(6) ... * 0 + 2*4008^ — 17) + 2k t cos2(V> — + etc. 
giebt, wo nur für c und k ihre Werthe nach (33, o) und (36) zu 
setzen sind, d. h. 

_ 1.3...(2»-l)JI(fi) 
c m = — — ; — . — / r-Jr m (x i ). m __ n 
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und c m = 0 wenn m > n, ferner 

K / 1.3.. . (2» 1) -y, . v 

Ä* = ' x 2 ~ 

Berücksichtigt man, dass das Integral zwischen 0 und 2n aus dem 
Producte der Reihen (a) und (6) sich bedeutend zusammenzieht, 
indem 

^y^' T (a).(6)<fy = c 0 * 0 +2c 1 Ä 1 co8(t/J-t^) + 2^^0032(1//-^)+ - 

0 

was auch die Constanten c und k vorstellen, und dass in unserem 
Falle 2c m k m sich in 

oder 0 verwandelt, je nachdem m<n oder m>n, so hat man 
den durch (49, a) ausgedrückten Werth von P*(z). 

§. 71. Es sind nicht sowohl die Zugeordneten Pm(x) und Qm(x) 
welche in den Formeln erscheinen, sondern es treten diese Func- 
tionen in der Regel multiplicirt mit einem Cosinus oder Sinus wie 
cosmxp oder Binmxf) auf. Diese Verbindungen, also 

/C(a?)cosroy, P^(x)&mm\p y Ql(x)cosmy, Q n m (x)&mm\fß, 

und zwar die beiden ersten ven diesen vier so lange m<„, sol- 
len Kugelfun ctionen mit zwei Veränderlichen heissen. Das 
Bedürfniss einer abkürzenden Bezeichnung hat sich bis jetzt nur für 
die welche P enthalten herausgestellt, für welche dann die Buch- 
staben C und S, je nachdem der Cosinus oder Sinus von m\p in 
ihnen vorkommt, gewählt werden mögen. Meistenteils ist es be- 
quem für x eine Grösse cos0 zu setzen, wo 0 reell oder imaginär 
sein kann; deshalb wird bestimmt, dass 



0 



51)... jK(cosö)cos^=C; ( 0,V), (m < n) 
| JC(cos0)sinmy = S n m (0>y), ~~ 

sein soll. Indices n\, n und Argumente 0, xj) dürfen überall, wo es 
ohne Zweideutigkeit geschehen kann, fortgelassen werden. 

Die (T und S* sind ganze Functionen vom n tCÄ Grade der 
drei Grössen cos0, sin 0 cos xff, sin 0 sin V, indem 

= i" , sin m 0 (co8my/±* ßin mi/;) $™ (cos 0) 
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wird; aber 

sin ,H 0(co8fm//+isinmt^) = (sintfcost/f+isintfsin \p) M , 
wodurch die Behauptung erwiesen ist, wenn man erwägt, dass $1 
nach cos0 den (n — ro) t<m Grad hat. 

Setzt man in (38, 6) t = 0 so findet man für C und S mit 
Hülfe von (35) je einen Integralausdruck ; beide Formeln ziehe man 
in eine zusammen, indem man einen willkürlichen Buchstaben a 
zu Hülfe nimmt, nämlich in 

^ n „ ow . • „ _ 0 «-i II(n+m)II(n — m) 
t m cos ma + b m sin ma = 2 =r— — X 



/ 



n.JI{2n) 

Ins t \» 

f cos 0-f-t 8in 6 cos — ty) j cos m(i? -f a) dtj 



indem tsin0 schlechtweg für ycos'0— 1 steht, wo die Wurzel nach 
den früheren Bestimmungen zu nehmen ist. Auch dieser Ausdruck 
beweist die oben angegebene Zusammensetzung von C und S aus 
cos0, etc.: man hat nur sin 6 cos (17 — xff) in (sin 6 cos ip) cos rj + 
(sin 6 sin tp) sin 17 aufzulösen, um zu erkennen, dass C und S ganze 
Functionen n tm Grades von cos0, etc. werden. 

Die (2»+l) Functionen CT und unterscheiden sich wesent- 
lich von den Producten P*.cosmi^ und P*.sinmy, für die m>n. 
Sollten diese noch ganze Functionen von cos0, etc. sein, so wären 
sie jedenfalls vom höheren als dem n ,en Grade, da cos mV und 
sinmt// nicht aus Potenzen von cosv und sin^ von geringerem als 
dem n ten Grade allein entstehen. Ausserdem sind sie aber auch nicht 
einmal ganze Functionen: sie blieben sonst ganze Functionen für 
ip = 0, so dass PI eine ganze Function von cos0 und sin0 wäre. 
Man weiss aber aus §. 45 dass K(x) wenn »i>» für einen ge- 
wissen Werth von x nämlich x = — 1 unendlich wird, so dass es 
keine ganze Function von x und 1 sein kann. 

Die C* und S* sind ferner Integrale der partiellen Differen- 
tialgleichung (48), d. h. genügen ihr für f gesetzt. In der That, 
macht man z. B. f = C£ = P«(cos0).cosmtj/ so wird die linke Seite 
von (48) 

(d'P* dP* / in* \ \ 

^ + cotaDg^ + ( M (n+l)-^JP;j 

und nach (39, a) gleich 0. Es sind also, in der Ausdrucksweise 
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des §. 66, die C" und S" im ganzen (2n-f 1) Integrale von 
(48) welche zur Klasse der F" in Bezug auf 0 und 1p ge- 
hören. Jede Function die zur Klasse der P n gehört, ist 
aus ihnen linear durch die Formel 

mit(2n+l) willkürlichen Constanten c und k zusammen- 
gesetzt. [Ist nämlich f(0, yj) eine solche Function, so muss sie, 
nach Cosinus und Sinus von mxf) entwickelt, die Form 

2 (m„ cos mxp -f v m sin mxp) 
haben (m. vergl. §.66), wo u m und t> m der Differentialgleichung 
der FZ und Om genügen. Es darf Qm nicht in der Function vor- 
kommen, ebenso wenig ein m welches grösser als n ist. etc. etc.] 

§. 72. Fasst man Entwickelungen gegebener Functionen nach 
C und S in's Auge, so ist analog dem in §. 14 untersuchten Integrale 

■ 

-1 

hier als Hülfsmittel 



A = f n nxiO&oJ* n ejCldy 
B = f 7t sm0ddJ %2n CZS" u d\lf 



0 o 

D = y "sin ddef^g^ dtp 

0 0 

zu betrachten ; es zeigt sich, dass B immer verschwindet, und dass 
auch A und C Null sind, wenn nicht zugleich 

n = v, m = fi. 

Diese Sätze, welche Laplace in den Memoiren von 1782 S. 163 
durch ein Verfahren bewiesen hat, von welchem §. 14 und §. 52 
bereits Proben gegeben wurden, lassen sich leicht nachweisen, wenn 
man die Zusammensetzung von C m und S m aus P m und cosmxp resp. 
sinmi// beachtet. Aus derselben folgt, dass die Grösse y nur 

in der Verbindung cos mxp sin piff enthält, dass also in 2* das innere 
Integral, das nach \p zu nehmende, verschwindet, folglich B immer 
0 ist In A und D verschwinden gleichfalls die inneren Integrale, 
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wenn nicht m— fi; ist aber m = /* so wird für m s= fi = 0, Z> gleich 0, 
sonst 

A = 0 = ^*/£(cos0)P£(cos0)sin0d0, 

also nach §. 52 Null wenn nicht n = v, in diesem Falle aber 

» 2* n(»-f-»t)JI(w-m) 
[ ' 2n + l (1.3...(2n-l))* 

fiir m = 0 aber 4 das Doppelte. Dieser Werth verwandelt sich 

endlich nach (49) in 

K } 2n-f-l 

Man hat also das Resultat: Es ist immer B == 0; ferner D = 0 
wenn m oder gleich Null sind; A und 0 verschwinden 
ausserdem wenn nicht zugleich m = p, n = v. In allen 
übrigen Fällen ist aber 

2k+1 , _ (-1)" 2*+l n _ (-l) m 

Wegen einer späteren Untersuchung im dritten Kapitel soll hier 
gleich erwähnt werden, dass die Sätze für A und D noch gelten, 
wenn die Grenzen nach %p und 6 nur 0 und \n sind, doch ist 
dann der Werth des Integrals der achte Theil des früheren. Man 
darf ferner in diesem Falle v nur gleichartig mit n, und fi mit m 
wählen, d. h. so dass n—v und m— p gerade Zahlen oder 0 werden. 
Der Beweis ist ganz ähnlich dem eben geführten ; es wird nämlich 

cosmip cos fitpdif/ 

o 

wieder 0 wenn m und fi verschieden (aber gleichartig) sind, während 

Im 

die Hälfte desselben Integrales von 0 bis n ist. Zertheilt man das 
letztere nämlich in eines von 0 bis \n und eines von \n bis n, 
so geht dieses durch die Substitution 0 = *r — tj in (— mal 
dem von 0 bis \n genommenen über. 

Ob jede Function von 6 und 1p sich nach den C und S 
entwickeln las st wird im fünften Kapitel untersucht werden; 
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nach der Methode des §. 15 zeigt man aber sogleich, dass eine 
solche Entwickelung nur auf eine Art geschehen kann, d. h. 
dass, wenn es möglich ist, eine Function f(0, \p) durch die Doppel- 
reihe 

(a) ... A^v) = 2Xc;c;+tts;) 

für alle 0 von 0 bis n und alle \p von 0 bis 2n darzustellen, (wo 
die Summe auf der rechten Seite von m = 0 bis m = n, von n — O 
bis n = oo zu nehmen ist) jede andere derartige Entwickelung mit 
der vorliegenden übereinstimmen muss. [Denn wäre .£(yüC«-f xiS£) 
eine zweite Entwickelung, so würde die Multiplication mit C^inßdddtp 
und Integration geben: 

( " J) u+Ta' l^T Z> etc - etc - ] 

Der Werth der Coefficienten c und * drückt sich dann durch f in 
folgender Art aus 

(-i)"*: = (C/\mede/ 7i1 f(d } y)s:dti,. 

0 *b 

War aber (a) nur für alle 0 und V v <>n 0 bis \n gegeben, so 
gelten die Sätze nicht mehr in diesem Umfange, und müssen auf 
folgende Art specialisirt werden: Ist f(0,\p) entweder in eine Reihe 
2c n m CZ oder in entwickelbar, die Summe nur über gleich- 

artige m und gleichartige n ausgedehnt, so sind die c oder k be- 
stimmt, und durch den achtfachen Werth der vorhergehenden In- 
tegrale ausgedrückt, wenn diese nach 0 und \p von 0 nicht mehr 
bis n resp. 2n, sondern nur bis %n genommen werden. Den Be- 
weis hinzuzufügen wird überflüssig sein, da oben bereits über den 
Fall gehandelt wurde, dass man statt der A Integrale untersucht, 
deren Grenzen 0 und in sind. 

Dass jede ganze Function f von cosd, sintfcost/s, sintfsinV 
sich nach den C und S entwickeln lässt, kann an dieser 
Stelle leicht bewiesen werden. Eine solche Function besteht näm- 
lich aus Gliedern der Form 

(6)... cos^Bin^flcos^Bin"^; 
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coB"ip nach Cobidub der Vielfachen von xff entwickelt, giebt Glieder 
von der Form cos(» — 2p)y/; &m v rp in ähnlicher Art behandelt, 
Glieder cos(v— 2p)tj> oder sin (v — 2fi) tft je nachdem v gerade oder 
ungerade ist. Es kommen also in cos" t/r sin' V ^ r ein gerades v 
nur Glieder cos(n+y — 2p)tp J für ein ungerades sinfa+v — 2p) y 
vor, wo p von 0 an nur solche ganzen Werthe erhält, die n+v — 2p 
positiv lassen. In (b) ist jeder solcher Cosinus oder Sinus mit der 
(n+*) len Potenz von sin0 multiplicirt, also enthält allgemein coBirnp 
oder smmrp als Factor eine Potenz von sin0 deren Exponent gleich 
m ist oder um eine gerade Zahl höher. Daher hat f die Form 
f = F 0 + F 4 sin 0 cos t// + si n Ä 0 cos 2^ -f etc. 
+ G, sin 0 sin %f>+ G i sm t 0&in2ip -f etc., 
wo die F und G ganze Functionen von cos0 vorstellen, und die 
rechte Seite eine endliche Reihe bildet. F m lässt sich in die Summe 
zweier Theile u m und t> M zerfallen, wo u m eine gerade, x> m eine un- 
gerade Function von cos0 bezeichnet; für G m gilt das Gleiche. 
Man behandele nun z. B. u m weiter nach der Methode, durch welche 
man im §. 16 zeigte, dass a?" sich nach Kugelfunctionen entwickeln 
lässt. Es sei 

u m = 6 cos 2 " 0 -f c cos 7 "- 2 0 -f etc. , 
so wird die Differenz — ö^T^costf) eine Function wie u mj nur 
von einem um zwei Einheiten niedrigeren Grade sein; durch weitere 
Subtractionen von Functionen $ rauss es also auf den 0'*" Grad, 
ft uf ¥1 reducirt werden. Daher lässt sich u m durch 

Um = a^:+/??; +2 +y?: +4 +etc, 

und ebenso v m durch 

t)m = a?: +I +b^: +3 +etc., 
alsoF» und G m mal sin m 0 durch eine Summe von Gliedern g v P v m dar- 
stellen, wenn die g Constante bezeichnen und nach v von v=m an bis 
zu einem endlichen Werthe summirt wird. Multiplicirt man noch 
mit cosmi// oder sin mxp, so verwandelt sich endlich die Summe 
resp. in 2g v CL oder 2g y S v m , was nachgewiesen werden sollte. 

r v 

Da Cm und Sm nach cos 0, etc. genau vom Grade sind, so 
wird f kein C* oder S n enthalten können, wenn es von niedrigerem 
Qrade als dem n ten war, sondern nur solche C und S, deren oberer 
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Index unter n bleibt. Der Satz über die Bestimmung der Coef- 
ficienten giebt dann als Werth der in CZ und SZ multiplicirten 
Constanten resp. 

J n d6%\ii ßf* f(0, uv) CZdtfß = 0, 
u u 

f n dO sin Op*fip, V) SZ dxff = 0. 

Will man diese Integrale nach 0 und nur bis [n nehmen, so 
bleibt ihr Werth jedenfalls noch 0 wenn f(0, \p) bei der Entwicke- 
lung nach C oder S nur Glieder enthält, welche CZ oder resp. SZ 
gleichartig sind, wenn also f auch keine C und S zugleich enthält. 
Dies wird geschehen, wenn in f nur Potenzen von cos0 auftreten, 
welche n gleichartig sind, von sin0 die mit m gleichartig sind, nur 
gerade Potenzen oder nur ungerade Potenzen von sin^, je nach- 
dem man das erste oder zweite Integral benutzen will. Diese Sätze 
entsprechen einem Fundamen talsatze von Legendre*) über 
Man vergl. §. 16. 

Zweites Kapitel. 

Entwickelung der Kugelfunction zweiter Art 

§. 73. Durch die Methode des §. 67 erhält man für die Kugel- 
function zweiter Art Q mit dem zusammengesetzten Argumente z, 
das von x, x lf %p und abhängt, eine Entwickelung welche der 
von Laplace für P(») gefundenen ganz ähnlich ist. Es muss 
nämlich (?"(») wie /*"(») ein Integral der Differential- 
gleichung (48) im §.66 werden, da Q(x) derselben Gleichung 
(9) wie P(x) genügt. 

Wir greifen einen für diese Methode besonders bequemen Fall 
heraus, der uns die Form der Entwickelung auch fllr die übrigen 
Fälle andeutet; eine andere nicht gerade eben so einfache Methode, 
die auf Betrachtung bestimmter Integrale beruht, wird in den fol- 
genden Paragraphen das Resultat für alle Fälle liefern. Wir den- 

♦) Memoiren von 1784 ß, 372: P*(a?)(tt + /ta?+ . . . +dx*- i )i\x — 0, 
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ken uns x v positiv reell und ^ 1 , x positiv reell und hinlänglich 

gross, um 

* = xx x — ya?* — 1 yx]—X cos <p 

nie reell und kleiner oder gleich 1 werden zu lassen, welchen 
reellen Winkel auch q> vorstellt. Nimmt man deshalb zunächst 
x ;> 1 , so kann s reell für cos q> = 0 werden ; wählt man nun 
x so gross dass xx x >l } so ist die Bedingung für * erfüllt. Dann 
bleibt Q*(z) für alle rp von 0 bis 2tt continuirlich und endlich, lässt 
sich also nach Cosinus der Vielfachen von <p (m. vergi. hier §. 67) 
in eine Reihe von der Form 

= -u m coBm<p 
entwickeln. Es muss demnach u m wiederum 

= g„K{x)+h m Q n m (x) 
sein; aber es sind hier alle g gleich Null zu setzen, da Q für x = oo 
nicht unendlich werden kann. Um zu bestimmen, wie x i in h ein- 
geht, darf man nicht auf die Symmetrie von a in Bezug auf x 
und x t zurückgehen, da diese Buchstaben verschiedenen Bedingun- 
gen unterworfen sind; man geht vielmehr mit der gewonnenen 
Form 

()*(*) = 2 h m Qn (x) cos tnxp cos w\p. -f- 21 h m (x) sin mtfj sin tn\p x 

in (48, a) ein, nachdem man in derselben x mit x x vertauscht hat. 
Die Bemerkung im §. 66 über die Freiheit, diese Buchstaben zu 
vertauschen, wird offenbar durch die vorerwähnte verschiedene Be- 
deutung der Buchstaben x und x x nicht aufgehoben; an der er- 
wähnten Stelle hätte die Rechnung, durch welche die partielle Dif- 
ferentialgleichung für f aufgefunden wurde, ebenso gut mit x x und 
\p wie mit x und %fj angestellt werden können. 

Nach dem Einsetzen findet man für h m die Differentialgleichung 

welche durch 

mit den beiden willkürlichen Constanten b und c integrirt wird, 
die weder q>, q> iy x noch x x enthalten können, also nur numerische 
Werthe sind: aber c muss 0 sein, indem (?"(*) für x x = 1 endlich 
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bleibt, während in's Unendliche wächst, so dass für 

die unendliche Reihe 



Q'(s) = £ 4bJC(»,)(ft(*)«»«9 



erhalten wird. Es bleibt nur noch übrig, die Constanten 6 zu be- 
stimmen, die man findet, wenn man die vorstehende Gleichung mit 
a^ +1 multiplicirt, und dann x = oo setzt. Dadurch geht 

in das erste Glied, d. h. in 

1 .2.3... n 1 

1.3... (2»+ 1) ( Xt _ cosy ix\=i) n + l 

über, oder nach (36) in 

O Dt =30 

2 /^(arjcosroy, 



wenn in der Summe von dem «1 = 0 entsprechenden Giiede nur 
die Hälfte genommen wird. Die rechte Seite der Gleichung ver- 
wandelt sich dagegen in 



IX 



^ b m PZ(x l )cosmqf, 



»=<> 



so däss man durch Vergleichung beider Seiten 

1 2 



2ii+l ' w 2»+l 
findet, also endlich die Formel erhält 

(52) ... (2n+l)<?>) = ?;;(aO0 o >^ 

welche allerdings zunächst nur für reelle positive x und x t gilt, 
die so beschaffen sind, dass x x < 1, xx t > 1. 

* §. 74. Dieselbe Formel lässt sich durch eine Methode ab- 
leiten und von Beschränkungen befreien, welche für dieEntwicke- 
lung der P im §.70 angegeben und als die Methode von Jacobi 
bezeichnet wurde. Dieselbe bedarf nur geringer Modificationen, 
welche vorzugsweise darin bestehen, dass die Gleichung (50) nicht 
mehr durch Zurückgehen auf die erzeugenden Functionen abge- 
leitet, sondern durch eine Substitution bewiesen wird, durch die 
man zeigt, dass 
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(* +C08(^ — ^)^» t -l)" +1<,V 



in 



(* — cos? j/?^"I)"cfy 

(I 

übergebt. Ist diea nachgewiesen, so bleiben die folgenden Betrach- 
tungen ungeändert; (6) dessen Werth 2nP*(») man kennt, wird 
durch die dortige Behandelung von (a) in die Laplace'sche Reihe 
entwickelt. 

Die Gleichheit (a) = (b) kann nicht bestehen wenn der Nen- 
ner in (a) verschwindet, was nur fUr rein imaginäre x möglich ist 
Diesen Fall scbliessen wir deshalb aus, denken uns auch x mit 
positivem reellen T heile versehen; war sein reeller Theil ne- 
gativ, so lässt sich das Resultat aus dem welches wir gewinnen 
werden sogleich ablesen. 

Man schaffe nun, um die Gleichheit zu beweisen, aus dem 
Nenner von (a) die Grösse \f> in den Zähler, indem man jyssy-fj 
setzt, und fUr die neue Veränderliche % Grenzen — y> und 2n — y 
erhält, die sich mit 0 und 2n vertauschen lassen. Diese Ver- 

f(ij)dtj erlaubt, wenn f die 

o 

Eigenschaften hat, welche nöthig sind, um seine Darstellung durch 
eine trigonometrische Reihe 

f = ib Q +b i cos tj + 6, cos2if+ etc. 
H- a, sin fj + a t sin 2i? + etc. 

zu gestatten (§. 10), indem dann J** n f(n)dn = 2«6 0 , offenbar 
aber, auch ü 

,f< V(*+*)*«»«*t 



wird. Macht man wieder % —xff = q> } so entsteht dadurch ans (a) 

* n {x x +cos(<p-z)ix\-iT 



0r+co8*j/£rri)»+* *' 

welches man auf die Grenzen 0 und n bringt, indem man es in 
zwei Theile zerlegt, einen zwischen 0 und * und einen zweiten 
von n bis 2n, der durch die Substitution *=2«— & die Grenzen 0 
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und n annimmt. So findet man statt (o) die Summe zweier In- 
tegrale, die durch die Formel 

ausgedrückt werden ; das eine ist das Integral mit dem oberen, das 
andere mit dem unteren Zeichen. Hier nehme man die Substitution 
des §.8 vor, indem man in den dortigen Formeln % statt q> setzt. 
Löst man dann nach x» statt w * e es dort geschah nach n auf, so 
ist die Substitution 

C08X ■ 



x+ cos* y* f —i = 

sin* = 



«— cos 17 yx , —l 
1 

X — COBtJ ^X % — 1 9 

sin»? 

x — cosi? jx % — 1 ' 



x — cos 13 ^x % — 1 ' 
und unser Integral verwandelt sich durch dieselbe in 

/n 
(A —B cos 17 -f- Csin fj) n dtj , 
0 

wo 

A = xx x — coso; ix*—l 1 = 3, 



B = x { Yx*—l—xyx]—lcofiq> 

C = siny 1 
wird. Man sieht, dass A, B, C den durch die Gleichung 

A t -B'-C* = l 

ausgedrückten Zusammenhang haben, oder wenn man für A seinen 
Werth * setzt, dass B*-f C* =s z % — 1 wird, so dass man 

B = y**— lcosa, C= y**— lsina 
setzen darf, wo <* einen reellen oder imaginären Winkel vorstellt. 
Es zieht sich dadurch (c) in 

f (a — cos (tj + a) — 1 )* rfi? 

0 

zusammen; es war (a) die Summe der beiden Integrale, welche 

man aus dem vorstehenden erhält wenn man einmal das obere, 
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dann das untere Zeichen nimmt; diese Summe lässt sich in das eine 

(d) ... y^%-co8(i ? -a)^?H) n rfi7 

u 

zusammenziehen, welches nach §. 42 oder nach demselben Prinzipe, 
welches oben gestattete, y aus dem Nenner in den Zähler zu ver- 
setzen 

j** (z — cos rj y*'— l)" dy 

d. h. (b) liefert. 

Diesen directen Beweis von der Uebereinstimmung der beiden 
Ausdrücke (a) und (6) hat der Verfasser im Cr eile' sehen Jour- 
nale*) mitgetheilt. 

Anmerk. Dieselbe Methode bleibt noch auf die Transformation 
eines Integrales (a) in die Form (6) anwendbar, wenn die Grenzen 
des ersten beliebig und nicht mehr 0 und 2n sind; sie ist noch 
brauchbar wenn auch n eine negative ganze Zahl bedeutet (man 
nehme dann den reellen Theil von x t positiv an) oder gebrochen 
wird: für n= — £ erhält man dann bekannte Formeln über die 
Reduction eines elliptischen Integrals. Es kommen hierbei Um- 
stände in Betracht, die, so lange Alles völlig allgemein bleibt, noch 
nicht hinlänglich erforscht sind, und auf welche aufmerksam ge- 
macht werden soll, obgleich eine Untersuchung dieser Fälle für 
unsere Zwecke überflüssig ist: 

Zunächst erhielt man oben (a) = (d) ; es ist zweifelhaft ob hier 
diese Gleichung für alle x etc. besteht, indem zwar die angewandte 
Substitution immer brauchbar bleibt, aber für die Integration nach 
rj ein imaginärer Weg von 0 bis 2n einzuschlagen ist, der zwar 
für ganze positive n mit dem directen reellen vertauscht werden 
darf, für andere n aber nur wenn die Grösse 

z — cos (17 — a) yz % — 1 
in einem gewissen begrenzten Flächenstücke (man vergl. die ähn- 
liche aber einfachere Betrachtung des §.8) für kein 17 verschwindet 
Die Gleichung (d) = (6) ferner besteht sicher wenn a einen 

reellen Winkel vorstellt; in den anderen Fällen bedarf die Ver- 

-I ■ ■ i ■ ii 

*) Bd. L: Directer Beweis der Gleichheit zweier bestimmten Integrale, S.l» 
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gleichung von (d) mit (b) einer besonderen Betrachtung, die man 
nach Analogie des §. 44 anstellen kann oder nach dem Muster, 
welches die imaginäre Substitution bei den Q darbot. Um diese 
Andeutungen etwas weiter zu verfolgen betrachte man 

(er) ... J**"(* — cos (qp -f ti) )V - 1 )" dcp, 

oder was dasselbe ist 

(ß) ... y(a-coB0 i^\) n dd f 

von 6 = Ii bis 0 = 2n-\-ti auf einer zur Achse des Reellen paral- 
lelen Geraden integrirt. Bezeichnet r den reellen positiven Werth 
von t, für welchen 

z — - cos (tp -f ti) |V— 1 
verschwinden kann, so sind zwei Fälle zu unterscheiden: 

1) Ist f<r, so wird (ß), nach 0 geradlinig von 0 bis 2n 
integrirt, gleich der Summe der drei auf geraden Linien zu nehmen- 
den Integrale, erstens von 0 bis ti t zweitens von ti bis 2n-\-ti, 
welches (s. o.) gleich « wird, und drittens von 2n+ti bis 2n, wel- 
ches gleich und entgegengesetzt dem ersten ist und sich daher gegen 
dasselbe hebt. Es folgt hieraus, die (a) sich nicht von (ß) unter- 
scheidet wenn dieses auf reellem Wege von 0 bis 2n genommen wird. 

2) War aber t > t und bezeichnet v einen beliebigen Werth 
der t übertrifft, so ist (ß) von ti bis 2n+ti geradlinig integrirt, 
d. h. (ff) gleich der Summe der drei geradlinig genommenen In- 
tegrale (ß), erstens von ti bis vi, zweitens von vi bis 2n + vi, 
drittens von 2n-\~Ki bis 2n-\-ti, die sich wieder auf das zweite re- 
ducirt; es bleibt also (ff) für beliebig wachsende t unverändert. 

«f §. 75. Wir gehen nach diesen Vorbereitungen zur Behande- 
lung von Q*(z) über, wo % die frühere Bedeutung hat und für kei- 
nen Werth von rp unendlich werden soll, um eine Entwickelung 
nach Cosinus der Vielfachen von <jp zuzulassen. Diese Bedingung 
kommt darauf hinaus, dass z für kein tp gleich +1 werden darf; 
bleiben x und x x in ihrer Form nicht weiter beschränkt als sie 
bisher waren, so scheint sich die Bedingung, dass 

z = xx x — cosqp ]^x x — 1 }'x) — 1 
nicht gleich +1 werden darf, nicht wesentlich einfacher darstellen 

Htioe, Handbuch d. Kugelfunctiooeo. 13 
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zu lassen. Jedenfalls ist durch sie der FaH ausgeschlossen das» x 
und x t zugleich rein imaginär werden; denn setzt man * = »jf, 
x t ss iy t so verwandelt sich — * in 

yy v — cosqp ]fy f +l + 
erreicht also für (p = n einen Werth der grösser als 1 ist, für 
einen durch 

cor od = . yy ' — 

bestimmten reellen Winkel <p aber 0, so dass es einmal durch 1 
gegangen ist. 

Wir setzen nun fest: 

1) Der reelle Theil von x und x x sei der Bequemlichkeit des 
Ausdrucks halber nicht negativ; ist eines rein imaginär so soll es 
x sein, und dies wird dann, wie wir uns ausdrücken, positiv ge- 
nommen. 

2) Es soll 

sein; war x rein imaginär, so ist diese Bedingung über- 
flüssig. Man weiss aus früheren Untersuchungen oder sieht leicht 
ein, dass beide Moduln nicht unter 1 liegen können, dass höchstens 
der erste 1 sein kann, und nur in dem Falle eines rein imaginären 
x wirklich 1 ist. 

Unter diesen Voraussetzungen betrachte man die beiden In- 
tegrale, welche in dem Ausdrucke mit doppeltem Zeichen 

(tt-COSitf/^I)"(fa 

(a 7l -cos(< ] p±t M )l^I) Ä+1 

enthalten sind; der Logarithmus ist so zu verstehen, wie es p. 70 
angegeben wurde, d. h. mit positivem reellen Theile zu nehmen: 
nur wenn x rein imaginär war verschwindet sein reeller Theil. Es 
soll nicht untersucht werden, ob (o) verschiedene Werthe annimmt, 
wenn nach u auf verschiedenen Wegen integrirt wird; der Weg 
ist hier gemeint, über welchen im §.26 zunächst zu integriren 
war, als u von der reellen Grösse t durch die dort angegebenen, 
unten wiederholten Gleichungen abhängig gemacht wurde. (Dort 



(«) ... J 
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• 

konnte man später den Weg mit anderen vertauschen.) Dieser 
Weg war so beschaffen, dass, u = p + qi gesetzt, p von 0 fort- 
während zunahm während u von der unteren zur oberen Grenze 
fortachritt, im besonderen Falle für ein rein imaginäres x, welchen 
wir im Augenblick tibergehen, constant 0 blieb. Es ist klar, dass 
(a) einen bestimmten endlichen Werth erhält: der Nenner 
kann nämlich nach §.44 nur für ein solches u verschwinden, für 
welches 

wird. Letzteres tritt nicht ein, weil x l nicht rein imaginär ist, 

also Jfr(Y ^'~ kleiner als 1 wird, während M(e") = e p grösser, 

wenigstens, nämlich für p = 0 gleich 1 sein muss. Ersteres kann 
ebenso wenig eintreten; setzt man nämlich 



so ergiebt sich 

und da p nur bis a wächst, so kann M(e u ) nie e a überschreiten, 

Ojx 4- 1 \ 
— — r) erreichen. 

War x rein imaginär also tu reell, so könnte der Nenner in (a) 

x 

nur verschwinden, wenn . ' reell und kleiner als 1 ist, was 

nur für ein rein imaginäres also liier ausgeschlossenes x t möglich 
sein würde. 

Es wird nun die halbe Summe der beiden in (o) ent- 
haltenen Integrale, die $ heisse, auf doppelte Art be- 
handelt: zuerst entwickelt man * in eine Reihe, die mit dem 
(2n-fl) ,en Theile der rechten Seite von (52) übereinstimmt; zwei- 
tens transformirt man das Integral durch Einführung einer neuen 
Variabelen t für u in ein anderes, das im wesentlichen Q n (z) ist. 

Um das Erste auszuführen, benutzt man die Formel des §.45, 
nach welcher 

13* 
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(x.-cos^+üo^fi)— 1 = i;,;;; (a Y -%(«,) 



mrrx 



■f 2 ^ K, (x i ) (cosjny cos mtM sin m<p sin miu)j 

eine bei den angegebenen Grenzen von u immer convergente Reihe 
wird, so dass dieselbe Summe der beiden in dieser Gleicbung ent- 
haltenen Ausdrücke sieb auf die Cosinusreihe allein reducirt. Nimmt 
man endlich noch die Gleichung (45) zu Hülfe, aus der man für 

l.3...(2»-l) f^i^x , . ,/-t-t\« • j 

- — — — / up— cosim \'x — 1) coBtniudu 

1.2... n J 

0 

den Werth ^ipjjttC*) sieht, 8 o ergiebt sich für die halbe 
Summe s der in (a) enthaltenen Integrale die Reihe (52), genauer 

m—x> 

(6) ... (2n-fl)s = P ( , ;(a: i )(?J(x)+2 /C (*,)(>;(*) cos wgp. 



Um den zweiten Schritt zu thun mache man die oben er- 
wähnte Substitution des zweiten Falles im §.25, d.h. man setze 

in («) 

xco&it+Vx* — 1 
costt* = . - , 

x+cobU yx*— 1 

. . sintt 
sinttt = , etc. 

# + eostf ya;*— 1 

wodurch es sich in 

dt 



r, 



J (^-fÄcosi/±CsiniO" +1 
verwandelt, wenn zur Abkürzung 

A = xx t — cosg) 1}^J — 1 = J5, 
B = x { ^x % — 1— a?ya?J— lcosg> 
C = sin^ya?;— 1 

gemacht wird; daher geht s selbst in 

dt 



(A + Bco*it + C*mity +l 
über. Zwischen A, B, C besteht offenbar die Gleichung 
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so dass man setzen darf (A = * ist nach der Vorraussetzung nicht 

±i) 

B ä }V— 1 C08tt, 

C= )V — lsina, 
es mag o einen reellen oder imaginären Winkel bezeichnen-, die 
Quadratwurzel wird wie überall mit dem Zeichen von « genommen. 
Es verwandelt sich also s in 

dt 



(c) ... 2s =f 



/, (»+cos(ft-«)y?^i)* +i 

Dies Integral ist im §.4*i vollständig untersucht worden; sein Werth 
hängt wie man dort sieht, von dem reellen Theile von a ab, oder 
von ß wenn man 

a = ß+ r i 

setzt, und ß in dem gehörigen Quadranten nimmt. Bestimmt man 
den dort V 0 genannten kritischen Winkel nach den ebendaselbst 
für spccielle Fälle ad 1 — 3, für den allgemeinen ad 4, gegebenen 
Regeln, so wird das Integral unendlich, wenn ß genau +Y\> 
liegt ß zwischen — 1// 0 und i// 0 , so wird es 

* = 20" (»), 



j„ (*+co 8 «uv-ir +i 

liegt es endlich zwischen tp Q und 2« — u> 0 , so verwandelt es sich in 

dt 



A 



(*-C08•<^ t -l)• +1, 

oder 2Q n (&)-{• 2i«P"(«), wenigstens für ein, in unserer Ausdrucks- 
weise, positives s. Es wird überflüssig sein, die Werthe der In- 
tegrale durch P und 0 ausgedrückt auch für negative z hier auf- 
zufuhren, da sie sich durch die einfachsten Rechnungen, wie Multipli- 
cation mit (— ergeben. Der Fall dass ß genau % wird kann 
hier nicht eintreten da 

A-\- Bcostl-f C sin it 
nicht verschwindet, wie man einsieht wenn man bedenkt dass die- 
ser Nenner durch Multiplication der beiden nicht verschwindenden 
Grössen 

x t — cos(yHhttt) ^a?J— 1; t a?-f cost/ ]fx % — 1, 
mit einander entstand. Unsere Untersuchung über den Werth der 
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Reihe (6) giebt also das Resultat dass für positive z je nachdem 
der eine oder der andere der oben erwähnten Fälle in Bezug auf 
tp 0 eintritt, s gleich dem ersten oder dem zweiten der Werth e 

*=<?"(*); s = Q u b) + inP n [*) 
wird. So lange x und x v allgemein bleiben, war es nicht möglich, 
das Criterium, ob der eine oder andere Werth für * gesetzt wer- 
den muss, wie sich also ft zu ip 0 verhält, einfacher als es oben ge- 
schah auszudrücken ; in den folgenden wichtigeren besonderen Fällen 
kann diese Untersuchung auf die dort anzugebenden Arten noch wei- 
ter geführt werden. 

1) Wir behandeln zunächst den Fall des §. 73, in welchem 
sich also die Gleichung (52) als Resultat ergeben muss. Es sei 
wie dorta; und x { reell und positiv, ferner x L < 1, xx t ;> 1; dann 
wird z nie Hh 1 , und auch die zweite Bedingung dieses Paragraphen, 
welche sich auf die Moduln bezieht, ist erfüllt. Setzt man näm- 
lich x i = cos0, so soll nach derselben (p. 194) 

aj-fl » 0 

oder ajcos0>l werden. Die Grösse A = z hat nun die Form 
p±qi, wenn p, q positive Wertlie bezeichnen, und das Zeichen + 
mit dem von cosqp der Art übereinstimmt,, dass 4^cosg) positiv ist. 

Auch B hat die Form r+si; )V— 1 die Form p + qi, also * 

yz % — 1 

die Form p+qi. Hieraus folgt für cos« oder — = 

yz % — 1 

cosa = (r±si)(p+qi) , 
es hat also cosa den reellen Theil pr + qs, welcher daher positiv 
ist, und wenn man a in ß-\-yi auflöst, so wird 

cos/jf cosyt = pr + q$ 
d. h. cos/? positiv. Folglich bleibt ß unter \p 0 und * wird genau 

2) Ist x rein imaginär, x t < 1 und reell, so braucht die Be- 

■ 

dingung über die Moduln p. 194 nicht ausdrücklich untersucht zu 
werden. Es ist z von der Form p-\-qi, p und q mögen positive 
oder negative Grössen sein, B bat die Form r+si, wenn p und r, 
ebenso q und 8 gleiche Zeichen haben; die Form von yi*^! 
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ist p-\-qi, von f 1 gleich p — qi- Hieraus folgt cos« gleich 

V* — 1 

y== = (r+«0(p-g9» 

.*o dass der reelle Theil pr-\-qs von cosa positiv ist. Man schliesst 
weiter wie im vorigen Falle, dass * genau (?"(*) wird. 

3) Es sei wiederum x und x i reell positiv, aber x t > 1, und 
wegen der Bedingung ad 2 (über gewisse Moduln) x'>-x i . Die 
Grösse 

« = xx t — cos<jp ^x % — 1 — 1 
erreicht dann ihren kleinsten Werth tür <p = 0, der aber noch 
positiv und >1 ist; xx t — 1 ]/a;J — I nach a; difFerentiirt giebt 
nämlich den Zähler 

x { }V— 1 —xix\—l 
der positiv wird, da er in 

x x -x\ 
X t ^X 1 — 1 + o?y.Tj — 1 
umgeformt werden kann, und x > x x angenommen wurde. Es 
wächst also die differentiirte Grösso mit x und wird am kleinsten 
bei x ss= x t , für welchen Fall sie sich in 1 verwandelt. 

In diesem Falle, wo z reell und > 1, ist der kritische Winkel 
wie man aus §. 42 ad 1 weiss, %p Q = n (Was liier z genannt ist, 
heisst dort x). Es müsste, wenn genau ß*=n wäre, sina = — sinyi 
also imaginär oder zugleich mit y Null sein ; C ist jedoch reell und 
nur für sinqp = 0 selbst Null. Sollte daher ß = n werden, so hätte 
man a = n, und q> = 0 oder = n, das heisst es müssten die Glei- 
chungen 

xx x ± 1 y^r— 1 = s 

a?, ^x*— 1+x \'x\—l = — yV — 1 
stattfinden. Bei unterem Zeichen ist dieses offenbar unmöglich; 
dass es bei oberem gleichfalls nicht stattfinden kann, zeigt die 
Transformation von x { )V— 1 —x ix\ — 1 in die positive Grösse 

x*-x] 

— — . 

x t 1 -fa; ]/a;J —1 
Es bleibt also ß unter i// 0 = «, und auch in diesem Falle wird 
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4) Man untersuche den Werth des Integrals, wenn x rein 
imaginär = iy und x t reell und >1 gesetzt wird; x, und y Bollen 
positiv sein. Dann wird 

s = i{yx x — cosy ] f y*+-i \'x\ — \) 



}V— 1 cos a = i (x { iV+l — cos rp y )^x] — l) 
]^5* — 1 sin a = sin } f x\ — 1 
und nach §.42, ad 2, da * rein imaginär ist, liegt t// 0 zwischen \% 
und fr. Hier kann z für gewisse 9 zuerst 0 und dann negativ 
werden. Betrachten wir 

a) s so lange es positiv bleibt. Der Factor von t in der 
zweiten Gleichung ist selbst für <p = 0 positiv, da er dann 

wird; also muss cos« etwas positiv reelles, sin« aber etwas imagi- 
näres vorstellen. Führt man, wie Seite 197, ß und y für a ein, so 
folgt daraus dass 2 also auch — 1 positiv imaginär ist, dass 
cos/?cosyi positiv, sinßsxnyi Null, sin/? cos yi Null wird, also sin/?=0, 
cos positiv, endlich ß = 0. Das Integral reducirt sich also auf 

<?"«. 

o) Es mögen nun die Fälle untersucht werden, in welchen (p 
die Grösse 2 negativ macht; man setze z= — m. Nach den Fest- 
setzungen ist dann |V — 1 = — — 1 , wo yV — 1 positiv imagi- 
när wird; folglich hat man ein a mit negativ reellem Cosinus und 
rein imaginärem Sinus zu bezeichnen: dieses hat einen reellen Theil 
ß=m. Unser s ist demnach zunächst 

(-l) B+1 rf< 



dann 



oder 



(« + cos(tt — iy — n)\u % -\) 

J («-cosa y£ ff =T) ,,+l ' 




(-i) B+, (()"M+<^(«)). 

Durch Einfuhrung von 2 für u folgt daraus: Es ist 

Fasst man das unter (a) und (6) Gesagte zusammen, so tritt 
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hier der Fall zum ersten Male auf, dass s nicht überall durch Q"(z) 
dargestellt wird, sondern nur für positive z; für negative durch 
Q n (z) — inP*{z). Dies giebt beim Uebergange, also für z = 0 kei- 
nen Sprung, sondern im Gegeutheil würde ein solcher stattfinden, 
wenn s überall Q*(z) wäre; um dies zu zeigen erwäge man, dass 
nach p. 60 für 0"(o) bei geradem n zwei Werthe gefunden werden: 
beisst derjenige, welcher die Grenzen von Q(z) für positiv imaginäre 
z bildet Q n {oi) } so ist 

0"(-oi) = (-l)' +l 0>i). 
Also nur für ungerade n, für welche auch P*(o) verschwindet, giebt 
0( + 0t) denselben Werth, so dass für diesen Fall kein Sprung 
von Q(oi) zu Q{—oi) — inP(o) vorhanden ist. Für gerade n da- 
gegen findet man (s. ebendaselbst) 

Q(-oi ) = -Q(oi) = (-iy-i2- 1 - 



n(n) 



I 71 

welches nach §.9 gleich -^-P n (o) ist, so dass 



also endlich Q(—oi) — inP genau gleich Q(oi) wird, und auch hier 
kein Sprung stattHndct. 

5) Zuletzt seien x und x { beide positiv und < 1 ; man setze 
dann x = coa0, x l = co*d l und nehme wegen der Bedingung, welche 
die Moduln betrifft 0 absolut grösser als 0, , beide aber < ~, 
so dass nie 

z = cos0cos0,-f s^sin^cosqp 
gleich 1 werden kann. Zur grösseren Bequemlichkeit denken wir 
uns 0 und 0, beide positiv, wodurch nichts wesentliches geändert 
wird, indem die willkürliche Grösse von cp diese Festsetzung un- 
beschadet der Allgemeinheit gestattet. Es wird nun der Fall dass 
* positiv ist von dem eines negativen z unterschieden; im ersten 
denke man sich » = cosy, im zweiten = — cosy, und y zwischen 

TZ 

0 und +■=-* Der kritische Winkel tp Q erhält nach p. 111 genau 
den Werth y- 
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a) War * = co&y, so wird 

sin y cosa = sin 0 cos 0 X — cos 0 sin 0, cos V 
sin? sin « = sintf, sinqp; 
weil 0> 6 {f also sin0 > sin0, , cos0, > cos0, ist ferner sin y cos a 

positiv und sieber nicht 0. Es kann folglich a nicht + — sein, 

sondern stellt einen Winkel mit positivem Cosinus, also einen solchen 

n , n 

T imd T 



vor, welcher zwischen — ~ und liegt, so dass s genau 



<?"(*) wird. 

b) Im Falle z = —cosy setze man 

— sin y cosa = sin^cos^ — cosösin^cosa) 

— sin y sin a = sin 0, sin <p , 



3« 

2 

f* dt 



wo nun a zwischen ^- und — liegt. Es verwandelt sich dann $ in 



•f 



2 ^L» (cos^ — ismyco&it) 

d. h. wieder in (>"(*)> indem nach den Festsetzungen des §.23, 
wenn z = cosa und 0 < a < rc, immer durch 

dl 



(cos a + tsina cos 
erklärt wird. 

Die Entwickelung von Q n (z) nach Cosinus der Vielfachen von <p 
wurde im 42 sten Bande des Cr eile' sehen Journals bereits ange- 
deutet, ist aber hier zum ersten Male vollständig mitgetheilt. 



Drittes Kapitel. 

Einführung und Eigenschaften der Lame 0 sehen Functionen. 

§. 76. Die Gegenstände, welche in diesem Kapitel behandelt 
werden, sind zum grössten Theile in den Arbeiten von Lame" 
enthalten, und zwar sind vorzugsweise zwei Meisterwerke benutzt, 
von denen sich das erste im zweiten Bande*) des Liouville'schen 
Journals, (nach der dortigen Angabe dem 5 ,rn Bande der Savans 

■ 

*) Memoire sur lc* surfaces isothermes dans les corps solides homogenes en 

equilibre de tempe'rature, p. 147— 188. 

/- *■*' - 

* ■ 
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Prangers entnommen), das zweite im 4 len Bande*) desselben 
Journals findet. Es sind übrigens in den ersten vier Bänden des 
Liouville'schen und im 23 ,,p " Calüer des Pariser Polytechnischen 
Journals nach mehrere andere Arbeiten desselben Verfassers über 
diesen Gegenstand enthalten, so wie auch eine spätere Bearbeitung 
von Lame* in zwei eigenen Werken **) existirt. Ausserdem kann 
man im 5 ,f>n und den folgenden Bänden des Liouville'schen Jour- 
nals Abhandlungen von Lame* vergleichen, die auf die hier zu 
behandelnden Functionen Bezug haben. 

Man erfuhr bereits in der Einleitung, dass die Kugelfunctionen 
mit Auflösungen der Gleichung 

^ a^F ö*k 

in Beziehung stehen, oder, wie man sich kürzer ausdrückt, mit der 
Auflösung von /i'FsO, indem man ziemlich allgemein einen sol- 
chen Ausdruck 

dx* + dy* + a» f ~ T 

setzt. Dieselbe Grösse d* V kommt in den Untersuchungen über 
die Wärme vor, und drückt bei den in der mathematischen Theorie 
üblichen Annahmen, bis auf (»inen constanten Factor die Wärme- 
menge aus welche das Element x, y, z eines Körpers in einer sehr 
kleinen Zeit erhält, dividirt durch die Masse des Elements und die 
sehr kleine Zeit, wenn V die Temperatur des Punktes bezeichnet. 
Das Nähere hierüber findet man in Fourier' sf) oder P o i s s o n ' s ff) 
Wärmetheorie. Hat man einen homogenen Körper, dessen Begren- 
zungen in irgend welchen, aber von der Zeit unabhängigen Tem- 
peraturen erhalten werden, so muss in diesem endlich ein von der 
Zeit unabhängiger Zustand eintreten, bei welchem die Temperatur 
eines jeden Punktes sich also nicht mehr ändert, oder da die Wärme- 

*) Sur 1'e'quilibre des tcmpe'ratures dans un ellipsoide k trois axes inegaux, 
p. 126 — 163. 

**) Le^ons sur les fonetious inverses des transcendantes et leg surfaecs iso- 
thermes. Paris, 1857. Und: Legons sur ^es coordonn^es curvilignes et leurs di- 
applications. Paris, 1859. 
t) Theorie analytique de la chaleur. Paris, 1822. 
tt) Theorie mathematique de la cbaleur. Paris, 1885. 
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bewegung nicht aufhört, bei welchem jeder Punkt so viel Wärme 
abgiebt wie er empfangt: seine Wärmezunahme oder J*V ist dem 
nach 0. Der Wärmezustand eines solchen Körpers wird daher be- 
stimmt, indem man J l V = 0 so integrirt, dass V sich für die 
Grenzflächen in die gegebenen Functionen verwandelt, welche die 
Temperaturen an den Grenzflächen ausdrücken. 

Wir beschränken uns jetzt auf einen homogenen, von zwei 
geschlossenen Flächen begrenzten Körper, wie eine Kugel oder ein 
Ellipsoid aus dem ein Stück des Inneren herausgeschnitten ist, und 
denken uns die äussere Fläche in einer constanten Temperatur c 
oder 1, die innere in der Temperatur 0 erhalten. Es ist klar, dass 
die Temperatur der einzelnen Punkte im Innern zwischen 0 und 1 
liegen wird, und dass alle Punkte, von derselben Temperatur als 
geometrische Orte gewisse Oberflächen haben werden. Diese nennt 
man die Isothermen; hat man eine hohle Kugel, die aus der vollen 
durch einen concentrischcn Schnitt entstanden ist, und die an der 
äusseren und inneren Fläche in den Temperaturen 1 und 0 erhalten 
wird, so sind die Isothermen offenbar Flächen von Kugeln, welche 
der ersten concentrisch sind. 

Lame' stellte sich die Frage: sind die Körper durch zwei 
Flächen zweiten Grades mit gleichem Mittelpunkte und gleich ge- 
richteten Achsen begrenzt, haben also ihre Gleichungen die Form 

mx t + 7iy t +ps t = 1, 
wie müssen m, n, p von einem Parameter X abhängen, damit die 
Isothermen durch Gleichungen derselben Form ausgedrückt wer- 
den, in denen nur X andere Werthe annimmt? Es zeigt sich dass 
drei Systeme solcher Flächen existiren, ein Ellipsoid, ein Hyper- 
boloid mit einem Mantel und eines mit zwei Mänteln; man findet 
also drei Gleichungen, in denen b und c reelle Constanten vorstel- 
len, und 6<c ist: 

y + ^^b* + (>* — c* = 1 

+ • 



fi*—b* c 1 — ^* 
x*_ tf_ ^ 
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Um die Bedeutung dieser Gleichungen zu erläutern, denke man 
sich q von g 0 bis wachsen , wo (i 0 > c ist ; erhält man ferner 
die Ellipsoide mit den halben grossen Achsen q 0 und g t , welche 
offenbar confocal sind, in den Temperaturen 0 und 1, so ist die 
Oberfläche eines jeden, welches man für ein zwischen g 0 und p, 
liegendes q erhält, eine isotherme Fläche. Ebenso verhält es sich 
mit den beiden anderen Flächen, wenn nur < 

C > jt£ > b 

t> > b > v 

genommen wird. Die merkwürdigen Eigenschaften der drei so ent- 
stehenden Gruppen von Flächen, die sich übrigens unter rechten 
Winkeln schneiden, sind vielfach untersucht worden; Lame* be- 
nutzt sie bei den Wärmeaufgaben für Ellipsoide zur Einführung 
neuer Cöordinaten statt der rechtwinkligen x, y, z, indem er diese 
durch die Achsen q, fi, v der drei Flächen ausdrückt, welche sich 
im Punkte x, y, z schneiden, also für x, y, z die einfachen Ausdrücke 
setzt, die man (s. u.) durch Auflösung der drei Flächengleichungen 
nach diesen Grössen erhält. 

Durch die üblichen Polarcoordinaten für das Ellipsoid q, 0, y 
werden die rechtwinkligen x, y, z bekanntlich in folgender Art 
ausgedrückt: 

/a? = ocos0 
(53)... \y = ff=b' nnO cosy f n ^ 

\z = \Q —c* sm0 sint//; v 
man findet die Lame" sehen Ausdrücke, wie sie sich durch Auflösung 
der drei Flächengleichungen ergeben, wenn man in (53) setzt: 

cos 0 = 

bc 

' x ] . A , 1^)^ (c>^>6) 
(53, a) ... /sinflcosy = 1 *\ ,J— — 

sin ä sint// = - r " 1 . 

cY^b* 

Alle Zeichencombinationen erhält man, wenn fi alle positiven 
Werthe von b bis c und zurück durchläuft, während ]V~ b * po- 
sitiv bleibt und yc l — fi* von der positiven ]/c*— 6* durchs Negative 
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continuirlich zu —yV— 6* zurückläuft. Unterdessen geht v von 
— b zu 6 während yV— v* und yc*— v* positiv sind; dann ändert 
sein Zeichen während » von 6 zu — 6 zurückkehrt. 
Die eingeführten Coordinateu heissen die elliptischen Coor- 
dinaten. 

§. 77. Nachdem auf den Gedanken hingewiesen wurde welcher der 
Einführung neuer Coordinaten zu Grunde lag, gehen wir auf syn- 
thetische Art zu Werke, und verbinden 0 und mit zwei Buch- 
staben fi und v durch die Gleichungen (53, a). Diese Substitution 
ist gestattet, da die Summe der Quadrate der rechten Seiten von 
(53, a) wie die der linken 1 giebt; sind 0 und %ft reell gegeben so 
findet man ein bestimmtes fi und v wenn man diejenigen Fest- 
setzungen über die Zeichen macht welche man am Schlüsse des 
vorigen Paragraphen findet, so dass also Winkeln 0 und ip 9 welche 
zwischen 0 und \n liegen, positive Werthc von fi % v und sämmt- 
lichen Wurzeigrössen entsprechen. Umgekehrt entsprechen gege- 
benen Werthen von (i und v in den Grenzen 6 und c resp. 0 und 
6, reelle 0 und y. 

Es scheint zweckmässig, an dieser Stelle einige im Folgenden 
häufiger wiederkehrende Formeln und Festsetzungen zusammen zu 
stellen. 

a) Grössen die von (i x und v, abhängen wie 0 und ip von fi 
und v, heissen 0, und . 

6) Man bezeichnet durch * und £ folgende elliptische Inte- 
grale, deren obere Grenzen fi und v positiv reell sind: 

für (t = c resp. r = 6 werden * und £, die dann nur h und c ent- 
halten, a> und m genannt. 

c) Die Functionen P^(cos0)cosm^, P,;(cos0)sini»^, die mit 
C£ und Si bezeichnet wurden, sind (p. 181) ganze Functionen von 
cos0, sin 0 cos sin 0 sin 1//, lassen sich also mit Hülfe von (53, a) 
in ganze Functionen von fiv, yV— 6* v*, yc^**yc*— trans- 
formiren. Diese so transformirten Functionen, welche vermittelet 
(53, a) identisch mit den ursprünglichen sind, heissen noch immer 
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C und S, und es werden ihnen die zur Deutlichkeit erforderlichen 
Indices oder Argumente beigefügt, so das» z. B. C[p, v] die Func- 
tion ist, welche nach der ursprünglichen Bezeichnung in C{0,\p) 
übergeht, wenn man für fi und v die Grössen 0 und y> einführt. 
Dieselben Functionen von Q t und % oder p t und v 4 kann man 
zur Abkürzung, wenn das Verständniss durch Fortlassen des obe- 
ren Index ii nicht erschwert wird, einfach durch C und S f aus- 
drücken; man lässt dann die Argumente fort Die Formen welche 
C und S nach diesen Substitutionen annehmen, findet man im fol- 
genden Paragraphen weiter erörtert. 

d) Die partielle Differentialgleichung, welcher P» genügt, von 
der particuläre Lösungen auch durch die C H und S" ausgedrückt 
wurden, nämlich (48) nimmt durch Einführung der neuen Coor- 
dinaten die Form an 

(54)... |]( + |^+»(»+l)(^-i' , )r=0. 

§. 78. Mit Hülfe des §. 71 ist es möglich, C und S auf 
doppelte Art durch p und v auszudrücken, nämlich zuerst als 
endliche Reihe, dann als Integral. Da 6 einen Winkel mit posi- 
tivem Sinus vorstellt, so wird als erster Ausdruck von C und S 
erhalten, wenn man die Formeln dadurch in eine zusammenzieht, 
daas man die Gleichung für C m +iS m und C m — iS m giebt: 

(55) ... C;[^v]±tS:[^v] = 



, ist hier dieselbe Function, welche früher durch dies Zeichen 

OC * 

ausgedrückt wurde, nämlich 

^ m \bc) \bc) 2(2»-l) \bc) +etC * 

Der Werth von C und der von S, mit einer willkürlichen Grösse a 
so zusammengesetzt wie es §.71 geschah, wird zweitens 

(55, a) ... rcf^lL -(G[p,v]c<nnux+SZ[p,v]*mma) 

2 II(n m) II{n — m) 

=7 ( , ri = — cos^+t 1 7== — smj ? ) cosm(i?-a)rfi?. 
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Man mag die Formel (55) oder (55, a) benutzen , so ist klar, 
dass die C und ebenso die S in vier Klassen zerfallen. 
Die C zunächst werden ganze Functionen von p und v für ein 
gerades m, aber gleich yV — b* yb* — v 2 mal einer ganzen Function 
von fi und v wenn m ungerade ist. Berücksichtigt man, dass nur 
solche Potenzen von p und v enthält welche m gleichartig sind, und 
dass dieser Ausdruck um C zu geben nur mit geraden oder nur mit 
ungeraden Potenzen von ^fi* — 6*yV — f*, nur mit geraden von 
yc* — fi*)/6 a — v* zu multipliciren ist, so erhält man folgende ver- 
schiedene Formen von C, wenn G(p) eine ganze Function von p 
und v vorstellt, in der alle Exponenten von u und v mit p gleich- 
artig sind, nämlich: 

CT« = G(«-2w); Cf m+1 = y^T t )/6 I ^V6?(«-2m-l). 

In jeder von diesen sind zwei Gattungen zu unterscheiden, je nach- 
dem 7i gerade oder ungerade ist. In ähnlicher Art hat mau zu- 
nächst S ( " = 0, allgemein 

SJL = Yfi*-b* yv — v* y'e*-^ ) r v [ ~^J t G (n - 2m) , 
Sfm+i = Yc* -fi* jV - c* G {n - 2m - 1 ). 
Gehen wir zu besonderen Werthen von C und S über, 
und setzen zuerst ^ = 6, ferner auch yjÄ^c*, }V — c*, )V— b' 
für iy^ — fi*, ijV — v f , und t }V — v % , so wird für p = b 

c:±is: = ( ±i r(ß^) m %(j) = tto-«©; 

vergleicht man hiermit die obigen Formen, und bemerkt dass nun 
C 2 «h i = #2« = 0 wird, so findet man 

GL[b,v] = (-irp 2 - M (^.), - (-i) w Pi, +1 Q. 

Für = c wird 

c±<s = p(J), 

daher 

<?;[ C ,v] = o; c:[c, v \ = p:(j). 

Unter den bisher aufgeführten besonderen Werthen war kei- 
ner befindlich, auf den sich S 2n , reducirt, und der von 0 verschie- 
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den wäre; wegen der späteren Anwendungen untersuche man 

m - für (i=*b, welches, wie man aus der Aufstellung der 
iM' b 

Formen für die C und S ersieht, endlich sein muss. Stellt f jene 
zweitheilige, in (55) zur f» ten Potenz zu erhebende Grösse bei oberem, 
f t bei unterem Zeichen vor, so wird für p = 6 

*s m = .„ m (v\ r-f? . 

Iii 1 - b* * m \cs ypt-b* 
Den Werth von $ auf der rechten Seite findet man durch Dif- 
ferentiiren nach /*, für ein gerades m 



~ bjö^b* \ c / ' 



so dass für ^ = b au setzen ist 

natürlich mit Ausnahme des Falles wi = 0, für welchen auf der 
rechten wie auf der linken Seite 0 erhalten wird. 

Macht man in den Ausdrücken für C und S die Grösse v 
gleich unendlich, so erhält man andere einfache Werthe auf welche 
sich diese reduciren. Nach Division von (55) durch v* entsteht 
für v = oo 

(CHHS)y-" = (cos + » »»ö 

■ 

wenn man wie oben y?" — 6* und — c* gleich i^b % — v 9 und 
*Vc f — v % setzt, und für p einen Hülfswinkel % durch die Formeln 

einfuhrt. Man hat also die beiden Gleichungen für v = cc 

wer, >c -i±-r ( 6c vi) 

v Lyo'cos^-r-c'sin"/ J ^-^cos^+c^in 1 ^ J/ 

cosm^+isinm^ 
~ (^«cos^-f-c'sin^)"* 
An merk. Zur Darstellung von C und S durch das Integral 
(55, a) wurde die Formel für P benutzt, welche die » te Potenz im 
Zahler enthält; es wird nur der Bemerkung und nicht eines weite- 

Heine, Handbuch d. Kugel functionen. 14 
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§. 79, 55. 



ren Beweises bedürfen, dass ein ähnlicher Ausdruck sich durch 
Vertausch ung von n im Exponenten mit — (n+1) ergeben hätte. 

§. 79. Im §.71 wurde hervorgehoben, dass die allgemeinste 
Form eines Integrals der partiellen Differentialgleichung (48), 
welches eine ganze Function von cos0, etc. ist, durch den Ausdruck 

(a) ... T(c..C: 

m=rO 

welcher also 2n+l willkürliche Constanten c und k enthält, dar- 
gestellt sei; es wird daher die allgemeinste Form eines Integrals 
von (54), welches eine ganze Function der drei Producta fiv, 
yV*— &• Yb*— v\ yV — fi % yc % — v* sein soll, gleichfalls durch (a) 
gegeben. Der Kern der Lame" sehen Untersuchungen liegt nun 
darin, dass er zeigt, es lasse sich (54) auch durch (2*4-1) Producte 
von der Form E(f*)E(v) integriren, d. h. durch Producte von zwei 
Functionen, von denen die eine nur ft, die andere nur v enthält, 
und zwar hängt die eine E(fi) auf dieselbe Art von fi wia die 
andere E(v) von v ab; die Function E{fi) ist ganz in Bezug auf 
(A 9 V/**— b % , V^ — c*, wodurch die ähnliche Eigenschaft von E(v) 
in Bezug auf v, etc. von selbst mitgetheilt ist. Wir bezeichnen 
die Ausdrücke £ als Lame" sehe Functionen. Multiplicirt mau 
jedes dieser Producte mit einer willkürlichen Constanten und ad- 
dirt, so hat man eine ganze Function von p, J^** — 6*, ^c 9 — ft\ 
v, y'b*—- v*, y^—v*, mit 2»-M Constanten, die gleichbedeutend 
mit der ursprünglichen Lösung sein wird. 

Man hat also nachzuweisen, dass solche Producte in der er- 
forderlichen Anzahl existiren, ausserdem aber: 

a) Dass die Producta E(fi)E(v) sämmtlich verschiedene Lö- 
sungen geben, d. h. solche, zwischen denen keine lineare Bezie- 
hung der Art besteht, dass die Summe der Glieder aE(ft)E(v), 
(wo die a irgend welche Constantc bezeichnen, die nicht alle 0 
sind, und wenn über alle E summirt wird) nicht identisch ver- 
schwinden kann. Dies ist erforderlich, damit man wirklich eine 
Function mit 2»-f 1 willkürlichen Constanten zusammensetzen kann. 

ß) Dass die allgemeinste Form einer Function, welche der Dif- 
ferentialgleichung (54) genügt, und ganz in Bezug auf die drei Pro- 
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ducte f*v t etc. ist, mit der allgemeinsten Form einer solchen über- 
einstimmt weiche der Differentialgleichung genügt, und ganz in 
Bezug auf die sechs Grössen /*, v, yX— 6*, etc. ist. Dieses lässt 
sich schon an der gegenwärtigen Stelle zeigen: geht man nämlich 
auf (48) zurück, so enthält das allgemeinste Integral, welches eine 
endliche Function darstellt ausser den mit C und S bezeichneten 
Grössen noch lineare Verbindungen 

2 (c m cosmy+k m sinmy)P!!>(cos6) 

und ähnliche, in denen Q statt P auftritt. Sollen diese, in p und v 
umgesetzt, bei gehöriger Wahl der c und k, ganze Functionen 
von den sechs Grössen /u, v, etc. liefern, so müssen sie auch für 
einen besondern Werth von fi y z. B. (i = c, ganze Functionen von 
v, yV— f*, jV— v* werden. Dieser besondere Werth entspricht 

aber (p. 205) den Ausdrücken cos0 = y, \p = 0, so dass 

bei gehörig gewählten c und k, ganz nach v, /6*— v*, yc Ä — v* 
wäre. Nun wird aber jede lineare Combination der für 
vrsb unendlich, da Q* m (x) für x = 1 in's Unendliche wächst, und 

zwar 0 Q etwa wie ein Logarithmus, Q m wie {x % — 1) 2 , was man 
sogleich aus den Reihen £C erkennt. Da die Q m auf verschie- 
dene Art in's Unendliche wachsen, und die P für x = l verschwin- 
den, so müssen alle k Null sein. Aber auch die P deren unterer 
Index m grösser als der obere n ist müssen fehlen, da wenn »>«, 
die P für ein gewisses Argument, und zwar gleichfalls wie ver- 
schiedene Potenzen derselben Wurzelgrösse (cf. p. 126 die Be- 
merkung zu Gleichung (86,6)) unendlich werden. Es kann daher 
eine ganze Function der sechs Grössen /*, v } etc., die unserer Dif- 
ferentialgleichung genügt, nur linear aus den ganzen Functionen C 
und S der drei Froducte pv, etc. zusammengesetzt sein. 

Die Einfuhrung der oben erwähnten Producte E(ji)E(v) ver- 
dankt man Lame*; die andere Form der Lösung unserer Diffe- 
rentialgleichung (54) vermittelst der (2«-j-l) durch (55) oder (55, a) 
gegebenen Functionen C und S hat der Verf. zuerst mitge- 

14 * 
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theilt *) und mit Hülfe derselben die Aufgabe aus der Wärmetheorie, 
welche Lame* im vierten Bande des Li ou vi 11 e' sehen Journals 
löste, aufs neue behandelt Der Verf. zeigte am obigen Orte ohne 
Benutzung der transformirten Differentialgleichung (54), auf die 
hier angegebene Art, dass das Integral (55, a) eine particuläre 
Lösung dieser Differentialgleichung sein müsse. Jacobi**) hat 
später mit Hülfe der Additionsformel für die elliptischen Functio- 
nen durch directes Einsetzen des Ausdrucks (55, a) in die Gleichung die 
genannte Eigenschaft des Integrals einfach verificirt, während der 
Verf. die nachträgliche Verification nur durch eine äusserst lästige 
und daher zur Veröffentlichung nicht geeignete Rechnung auszu- 
führen im Stande war. 

In den nächst folgenden Paragraphen werden zunächst die er- 
wähnten Functionen E aufzusuchen, ferner Hülfsmittel, um den 
Punkt (a) zu erledigen, anzugeben sein, und endlich wird auch 
der Beweis der Behauptung in (o) geführt. 

§. 80. Soll (54) eine particuläre Lösung f von der Form 
E(fi)E(v) besitzen, so muss man offenbar die Gleichung haben 

E (»)(^J^ + »(»+1 V'EW) tyi&ßß —(»+!) 

Da auf der linken Seite E{y) mit einer Function von fi allein — 
sie sei F(ji) — multiplicirt ist, so hat man die Gleichung 

E(v)F(j*) = EW<I>{v), 
worin die Bedeutung von tf>(v) ohne weiteres^ klar ist; es kann 
also F(ji):E(fi) kein /t enthalten, oder es ist eine Constante, die- 
selbe wie 0(v) : E(v). Nennt man diese (ö*-f c % )B, indem es wegen 
des Folgenden besser ist, sie nicht durch einen einfachen Buch- 
staben B zu bezeichnen, so müssen die Functionen E so beschaffen 
sein, dass sie die gewöhnlichen Differentialgleichungen 



(56) . . . 



[n(n+W-(b>+c*)B]E(ji) = 0, 
^Öi-[n(»+l) V «--(6»+OB]£W » 0 



*) Crelle, Journal f. Math. Bd. XXIX: Beitrag zur Theorie der Anziehung 
und der Wärme. 

♦*) Crelle, Journal f. Math. Bd.XLII: Aussug eines Schreibens des Prof. 
C. Gt. J. Jaoobi an den 



♦ 
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erfüllen. Setzt man für * und £ ihre Werthe ein, so verwandelt 
sich die erste in 

(56,a) ... (^-0(^-0^ + ^2^-6«-c*)^ 

+ l(b*+c*)B-n(n+l) f i*]E(ji) = 0, 

während die Differentialgleichung für E(v) aus der vorstehenden 
durch blosse Vertauschung von ft mit * entsteht. 

Dass E der Differentialgleichung (56, o) oder (56) genügt, war 
erforderlich, damit f= E((i)E(v) die Gleichung (54) erfüllt; 
es ist aber auch hinreichend. Multiplicirt man nämlich die erste 
Gleichung in (56) mit E(v) die zweite mit E(p), macht E(fi)E(v) = f 
und addirt, so entsteht genau (54). 

Da (56, a) für jede Annahme von B Werthe für E giebt, so 
kann man unendlich viele Zerlegungen von f in solche Producte 
E(ji)E(v) vornehmen; die Zahl der Zerlegungen wird aber 
endlich, und genau gleich (2»-f *)> indem genau für 2n+l 
verschiedene Werthe von B eine Lösung von (56) (eine Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung hat zwei verschiedene particuläre 
Lösungen) eine ganze Function, von p, — 6*, V^ Ä — c*, resp. 
von v, etc. giebt, und wir nur solche Zerlegungen suchen. 

§.81. Wenn wirklich Functionen E der Art wie es §. 79 an- 
gegeben war, existiren, so Bind sie offenbar so beschaffen, dass 
jedes Froduct sich linear aus den C und S zusammensetzen lässt 
und umgekehrt, dass C und S sich linear aus ihnen zusammen- 
setzen lassen. Man kann, von diesen Betrachtungen ausgehend, 
untersuchen, ob auch die E in verschiedene Klassen zerfallen, die 
der Klasseneintheilung auf p. 208 entsprechen, so dass eine Klasse 
die nach p ganzen C, eine zweite die ]^* — 6* als Factor enthal- 
tenden C, eine dritte und vierte die verschiedenen S hervorbringt. 
FiS wird sich später, im §. 83, sehr leicht ergeben, dass der Grad 
von E(ji) in Bezug auf p, fa* — b 9 , yc*— f**, gleich n sein muss, 
so wie auch dass jedes nur gerade oder nur ungerade Potenzen von 
ft enthält; um sogleich eine für späterere Betrachtungen geeignete 
Bezeichnung einzuführen, versuche man (2»-fl) Functionen E zu 
bestimmen, die in Klassen K, L, M, N zerfallen, welche die Form 
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haben: 

K(p) = flf 0 ^4-^f*- 2 +^^-*+etc; (tf+1); 



(57)... 



L (fi) = )V-6« (g 0 p-* + g { + etc.) ; (»-*) ; 

Jf(|i) = jV - c« (& 1 + & p- 3 + etc.) ; (n-(7); 
A>) = ] /^^«>/ii T ^(^^- 2 +<; t ^4-etc.); (<x); 

Lassen sich wirklich dieselben in gehöriger Anzahl bestimmen, so 
erhält man auf angegebene Art, nämlich durch eine Summe von 
2n-\-l Producten aE(fi)E(v) } in welcher die a Constante bezeich- 
nen, eine Lösung, welche ebenso allgemein ist, wie (a) im §. 79. 
Die Grössen B, welche diese Lösungen verschaffen, werden wir, 
je nachdem sie ein K oder L etc. hervorbringen durch Ä, 8, 5K 
und unterscheiden. 

Es sind den Formeln für K, etc., in welchen die g offenbar nu- 
merische Constante bezeichnen sollen, in Parenthese Zeichen c-f 1, etc. 
beigefügt; die BedeutuDg dieser Zeichen zu erklären, machen wir 
darauf aufmerksam, dass offenbar die K, L, etc. resp. nur die 
Chm+i) &2»+i; $2in erzeugen können, indem z. B. &m eine ganze 
Function von p und v ist, also sicher keine Prodncte L(fi)L(v), etc. 
in linearen Verbindungen enthalten kann. Es ist nun jedesmal 
angegeben, bei den K wie viele C2», bei den L wie viele dm+i, etc. 
existiren, wie viele Functionen resp. K oder L, etc. man also zu 
erwarten hat, und nachher wirklich findet. Zur Abkürzung wurde 

o = y oder = gesetzt, je nachdem n gerade oder ungerade ist 

§. 82. Die Gleichung (56, a), die zu betrachten ist, gehört 
nicht zu der einfachen Art, welche bisher durch Reihen integrirt 
wurde, sondern zu der Klasse, welche Euler am Schlüsse des 
VIII. Kapitels im zweiten Bande der Integral - Rechnung Sectio I, 
no. 992 einführt, in denen jedes Glied der für das Integral ge- 
suchten Reihe durch zwei vorhergehende bestimmt wird. In sol- 
chen Fällen gewinnt man in der Regel nicht leicht ein Übersicht- 
liches Gesetz, nach dem die Reihe zu ordnen ist, und Euler hat 
deshalb im IX. Kapitel Mittel zur Transformation solcher Diffe- 
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rentialgleichungen gegeben, die in ziemlich allgemeinen Fällen aus- 
reichen, um sie in eine andere zu verwandeln, die durch einfachere 
Reihen integrabel ist. Alle diese Mittel führen bei der vorliegen- 
den Gleichung, so lange b und c allgemein bleiben, nicht zum 
Ziele; ist fc==0, so verwandelt sie sich in 

Würde man hier /?=0, 1*, 2*, ... n* machen, und fi = ersetzen, 
so würde sie in (39,6) tibergehen, also durch die (n-f-1) Functio- 
» Hc x — u*\ 

nen P»^ — c/ m * e £ r * rt werden, d. h. für ein gerades n durch 

ff-fl Functionen P 0 , P t , P 4 , etc. mit dem angegebenen Argument, 
die sämmtlich von der Form K sind, und durch n — c Functionen 
P if P,, etc. von der Form M. Ist n ungerade, so sind die <r-fl 
Ausdrücke P,, P„ etc. von der Form K, die n—o übrigen P 0 , P tt etc. 
aber M. Macht man b = c, und fi = cx, so heisst die Gleichung 

(* , -0 , ^+M^-0£+[^*-»<<•+l)«•]* = 0 

stimmt also für 

25 = w(n + l), n(n+l)-l 9 , »(»-fl)-2 , , etc. 

mit (39) überein, wird daher »+1 Integrale Pi(~) oder was 

dasselbe ist ^(•y) enthalten, die für m = 0, 2, etc. von der Klasse 

K oder N (denn y^*— 6* c* wird /i Ä — 6 1 ), an der Zahl o + l, 
ftir m = l, 3, etc. genau n— o von der Klasse L oder M sind. 

§. 83. Gehen wir auf den allgemeinen Fall zurück, geben 
also b und c nicht besondere Werthe, so sind zunächst nach Lame* 's 
Art die ganzen Functionen von aufzusuchen, welche bei passend 
gewähltem B, welches dann St heisst, (56, a) integriren. Würde man 

E = <tfi* -f a k (t**- 1 -f a t fi tt ~ 2 -f etc. 
setzen, wo a eine ganze Zahl bezeichnen muss, und die Reihe nur 
nicht negative Potenzen von p enthält, so würde nach der Sub- 
stitution von JE in die linke Seite von (56, a) das Glied, welches die 
höchste Potenz von p enthält 

•(•(«+!)-»(«+ 1))^ 1 
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sein; damit es verschwinde ist a = » zu machen, so dass wirklich, 
wie §. 81, S. 213 behauptet wurde, E eine Function vom n 1 " 1 Grade 
wird. Ferner tibersieht man sogleich dass eine lineare Gleichung 
zwischen a und a t , dann zwischen a, o, , a 4 ; zwischen a 2 ? a 4 , a, , etc. 
entsteht, dass man also ein Integral erhält, wenn man auch a t = 
a t = a 5 etc. = 0 macht. Wir setzen daher um Weitläufigkeiten zu 
vermeiden, sogleich für E eine Reihe der Form K aus (57), also 
für E(fi) 

= 9ot*"+9t 2 + — + 0«tf**~ 2ff 
ein *), die mit f*° oder schliesst, je nachdem n gerade oder un- 
gerade ist; ausserdem machen wir zur Abkürzung 

ft'+c 1 = p, = a. 
Würde man nur ft r für E in die Differentialgleichung substituiren, 
so würde man 

( r _ n ) ( r+Ä+ 1)^+2 + p(Ä _ r *)fi>-+qr (r -l)fS- 2 

erhalten; multiplicirt man diesen Ausdruck mit dem Factor g m ~ r von 

(m? in K, und summirt über alle r, setzt darauf alles was in dieselbe 
Potenz von fi multiplicirt ist gleich Null, so entsteht dadurch dass 
der Factor von verschwinden muss 

2m(2f» -f 1 — 2m) g m = 
p (£ — (n -f 2 — 2m) f ) # m _i + (n -f- 3 — 2m) (n + 4 — 2m) $u_a . 
Macht man der Reihe nach m = 1, 2, etc., <J+ 1, und bemerkt, dass 
o_i, go+2, etc. nicht existiren also = 0 zu setzen sind, so 

entstehen die Gleichungen 

2(2»-l)</ i =p(Ä-» , )0o 

4(2»-3)a t =p(&-(n-2)*) 9l +qn(n-l)g 0 

6 (2n - 5) </, = p (Ä - (n - 4)«)</ t + *(„ - 2) (n - 3) o, 

8(2»-7)^=p^-(n~6)«)^ + ^»-4)(fi-5)0 t 
etc. etc. etc. 

2a (2n + 1 - 2*) g a = p (Ä - (n + 2 - 2<r) «) ^ 

4- o (n + 3 — 2a) (n + 4 — 2a) g a - 2 
0 = p(§t — (n—2o)*)g a + q(n+l—2o)(n+2—2o)gi-i' 

*) Die Integrationen der Differentialgleichungen in diesem und den nächsten 
zwei Paragraphen sind inLame'g Lecons snr les fonetione inversea etc. §. 195—197 
rollstftndiger als an der Stelle, an welcher sie zuerst auftreten (Li o uville J. d. 
M. Bd. IV) ausgeführt. 
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Aus der Grösse g ot die der Natur der Sache nach willkürlich 
bleibt, und £ bestimmt man g i vermittelst der ersten Gleichung, 
aus der zweiten g tt etc., aus der a ltn endlich g a \ es wird g x 
eine ganze Function ersten Grades von also g t vom zweiten, 
etc., g a vom o** n Grade. Die Bedingung für die dass die 
Reihe für K nicht negative Potenzen von p enthalte, wird durch 
die o*+ l te Gleichung zwischen g c und g 0 _ t ausgedrückt; berück- 
sichtigt man den Grad von g a und g g _ x nach £, so ist dieselbe 
offenbar vom «y+l 1 *» Grade. Man hat also diese Gleichung zu- 
nächst auf dem angegebenen Wege zu bilden; man wird später sehen, 
dass sie genau so viele verschiedene Wurzeln #°, Ä', ... St° 
hat, als ihr Grad o + l anzeigt. Indem man in die gefundenen 
Ausdrücke für die g die verschiedenen & substituirt, erhält man 
<F-fl Functionen K, die man durch'' Indices unterscheiden kann, 
und zwar mag für # = g m vollständig g 1 ^ und K vollständig ^ 
genannt werden *), so dass 

jr w (W = tff +oJ*V*" 2 + etc. 
wird; der Symmetrie halber erhält auch die willkürliche Constante 
g c den oberen Index *. Es haben sich also Functionen K in der 
erforderlichen Anzahl ergeben, vorausgesetzt dass die Wur- 
zeln Ä sämmtlich verschieden sind. (Der Funkt (a) des 
§. 79 ist dann allerdings noch nicht erledigt; es handelt sich hier 
nur um die Anzahl der erhaltenen K ohne Rücksicht darauf, ob 
es noch möglich 4st, sie durch lineare Gleichungen zu verbinden.) 
Um diesen Nachweis zu führen bemerke man, dass die Glei- 
chung für Ä von der Form 

y +l + a* a +0Ä 0 - I +etc. = O 
ist, wo die a, ß, etc. ganze Functionen von q bezeichnen, rationale 
nach p; die Art, wie diese Gleichung gebildet wurde, zeigt dies 
sogleich. Stellt man sich die Aufgabe, sämmtliche ganze Functio- 
nen welche (56, a) integriren, wenn 6=c, aufzusuchen, so kann 
dies vermittelst der bequemeren Methoden des ersten Theiles ge- 

*) Es ist vorläufig überflüssig, den Buchstaben n als Index anzuhängen, da 
immer von Functionen mit demselben n dio Rede ist. Wechselt n , so wird n 
als unterer Index beigefügt. 
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scbehen; wir wissen durch diese, das» die sämmtlichen Functionen 

8ma< ' Man mus8 also dasselbe Resultat durch die Inte- 

grations- Methode dieses Paragraphen erhalten. Dadurch entsteht 
aber genau dasselbe System von Gleichungen wie oben, nur dass 
p und q die besonderen Werthe 26*, 6* erhalten. Man findet also 
zur Bestimmung der $ genau dieselbe Gleichung die wir so eben 
erhielten; nur muss in a, ß etc. für p und q der besondere Werth 
gesetzt werden. Jedes welches der Gleichung genügt) leistet 
das Erforderliche. Setzt man 6 = c so können dadurch verschie- 
dene Wurzeln zwar gleich, aber nicht gleiche verschieden werden; 

in diesem Falle sind aber (§. 82) die Wurzeln n ( n +V~ 2 \ 

»(ii-f 1) — 4* ... , % „ , , 
, etc., verschieden und + l an der Zahl. 

Hiermit ist allerdings der Beweis von der Verschiedenheit der 
Wurzeln noch nicht vollständig geführt, sondern nur gezeigt, dass 
nicht zwei von ihnen gleich sein können, so lange b und c allge- 
mein bleiben, und dies mag vorläufig genügen. Für gewisse 
Werthe von b und c werden wirklich Wurzeln gleich, (m. 
vergl. auch die Beispiele am Schlüsse des Paragraphen) aber diese 
Werthe von 6 und c sind imaginär und kommen bei uns deshalb 
nicht vor. Im folgenden Kapitel wird sich eine andere Form der 
Gleichung für die St ergeben, aus der man durch algebraische Mittel 
ohne Hinzuziehung der Integral -Rechnung beweist dass die Wur- 
zeln fftr alle reellen b und c sämmtlich verschieden und reell sind. 
Letzteres, die Realität der Werthe, ist schon von Lame* nachge- 
wiesen, und zwar durch das Verfahren, welches im §. 86 mitge- 
tbeilt wird, während die Verschiedenheit der Wurzeln sich erst 
bei Liouville *) erwähnt findet, der Folgendes darüber sagt: 
M. Lame* a prouve* que ces racines sont toutes reelles; il s'est 
servi pour cela d'intlgrales d€finies : ajoutons qu'en employant con- 
venablement le theoreme ou plutöt la mlthode de M. Sturm, on 



*) Li ou rille, Journal de Math. T.XI: Lettree eur diverses questions d'ana- 
lyte et de phyaique mathematique ooncernant l'ellipsoXde , adressee« a M. P. H. 
Bl a n c h e t Premiere lettre, p. 22 1 . 
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aurait pu de*montrer d'une maniere plus simple encore que les ra- 
eines de chaque e*quation en B sont reelles et inegales entre elles. 
An dieser Stelle zogen wir vor, nicht auf dem hier angedeuteten 
sondern auf obigem Wege die Verschiedenheit der Wurzeln nach- 
zuweisen; später (§.86) wird nach Lame* ihre Realität gezeigt. Auf 
die eben erwähnte zweite Form der Gleichung für die in derp 
und q nicht selbst vorkommen, soll im §.95 die Sturm'sche Me- 
thode zum einfachen Beweise der genannten Eigenschaften ange- 
wandt werden. 

Dass ferner die K selbst verschieden, und dass nicht zwei von 
ihnen identisch werden, die zu verschiedenen Ä gehören, erkennt 
man schon an g t ; man hat nämlich 

9t „ (*-»' ) 
g 9 P 2(2»-l)' 

einen Ausdruck also, der bei jeder Aenderung von £ seinen Werth 
selbst ändert. 

Im folgenden Kapitel wird die Gleichung der mit den bei 
orthogonalen Substitutionen entstehenden Gleichungen in Verbin- 
dung gebracht. 

Beispiele: Für n = 0 wird es nur ein K geben, und zwar 
Ksss g 09 gleich einer Constanten; für n = 1 wird K '= g Q fi, Für 
» = 2 also a = 1 muss K von der Form sein : 

und unsere Gleichungen gehen in die beiden 

2.3</ t =p(Ä~4)0 o , 

über. Dies giebt für # 
also zwei Werthe 

und entsprechend 
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Für *i = 3 wird <r == 1, ferner 

10*, = p(Ä-% Q 

0=p(Ä-l) Oi 4-6 tf o 0 , 

daher 



K = 9 9 f*(e t +p-j^-), 



0=p«(ft-l)(Ä-9)+60g. 
Für n = 4 oder o = 2 ist 

l^=p(Ä-16)a 0 , 
20 5 f t =p(Ä-4)ö 1 +12go 0 , 

folglich 

51-16 
^ = Pg ° — 14 — ' 

_ pV^^HS- 16)+168g 
9 * 280 9 

p f Ä(Ä-4)(Ä-16) + 168tflc+40fl(Ä-16) = 0. 

Für 6 = c d. h. p = 26*, q = b* verwandelt sich die letzte Formel 
in Ä*— 20Ä , -f 116Ä— 160 = 0, hat demnach die Wurzeln 10, 8, 2, 
wie es nach den obigen Bemerkungen sein mues. 

Wird z. B. im Falle n = 2 für 6 und c ein solcher besonderer 
Werth gesetzt, dass 3q = p s , so hat die Gleichung zwei gleiche 
Wurzeln Ä 0 =Ä ! =2. Die Bedingung sagt, dass dann 6 4 +c 4 — 6VsO, 

d. h. 77-; — « = 0 sein muss, so dass b und c in diesem Falle nicht 
b*+c* 7 

beide reell sind. M. vergl. p. 218. 

§. 84. Nachdem über die K gehandelt worden ist besteht 
nun die zweite Aufgabe in dem Aufsuchen von (n — a) Functio- 
nen L\ mit Rücksicht auf die Form derselben in (57) mache man 
Lss*^ 1 — 6», wo * eine ganze Function (»— Vf* Grades von f 
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werden muss, und stelle durch Einsetzen in (56, a) die Gleichung 
für z her. Diese wird 

(^-6«)( f i»-c-)^+f*(V-p-2c«)^ : 

+ (p8-c t — (Ji-l)(»+2)^ t )* = 0; 
wie im vorigen Paragraphen behandelt giebt sie 
2m(2n-2m+l)g m = ( D (8~(»+l-2m) t )-c 1 (2»-f S-4m))g m ^ 

+ + 2 — 2m)(n + 3-2m)$u_ 2 , 

also 

2(2*- 1)^ = (p(8~(n-l) t )-(2»-l)c»)^ 0 , 

4(2*-3)0 t = (p(g-(«-3)»)-(2n-3)c«)^ 1 + 9 (»-l)(n-2)( ?0 , 

etc. etc. 
2(,t-<r-l) (2a+3)^. fl .! = (p(2-(2a+3-n) , )-(4a+7-2fi)c t )^ a . 2 

+g(2a+4— n)(2j+ö — »)^-a^, 
0 « (p(ß-(2<y+l-n) t )-(4 < r+3-2ii)c Ä ) ! / lt . 0 . 1 
-f q (2a + 2 — n) (2a + 3 — n) ^_ 2 . 

Benutzt man diese Gleichungen wie die entsprechenden des vorigen 
Paragraphen, so findet man alle n — a Grössen g durch 8, und 
schliesslich 2 durch eine Gleichung vom Grade n — <r. Dass diese 
verschiedene Wurzeln, welche mit 8 1 , 8*, etc. 8""° bezeichnet wer- 
den, haben muss, dass also fi — a verschiedene 8 entstehen, sieht 
man ein, indem man wieder auf den besonderen Fall 6 = c zurück- 
geht; da in diesem die Differentialgleichung der E in die der 

PlQfr) übergeht, so stimmt die so eben integrirte der * mit der 

überein, welcher die Grössen 

genügen. Würde man diese Differentialgleichung, weiche nur und 
immer für die n — c ungeraden Werthe m= 1, 3, etc. ganze Functio- 
nen von fi liefert, nach der allgemeinen Methode behandelt haben, 
so hätte der entsprechende specielle Fall der Gleichung für die 8 
entstehen müssen; diese giebt als doppelte Werthe der Wurzeln 8 

28 = n(»+l)-l, — 3 1 , »(»+1) — 5*, etc. 

Man wird ohne weiteres die eben angestellten Betrachtungen 
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auf die M übertragen, wenn man überall 6 mit c, 6 und L mit $R 
und M vertauscht. 

Beispiele: Für n = 0 existirt weder L noch M. 

Für n = 1 ist L = g 0 in % -b\ M = g 0 Yfi' — c*. 

Für n = 2 ist L = ^ 0 ^ ^^ft 1 , M = g of i }V-c*. 
Für n = 3, also <r = 1 wird 

wenn 0 O und g t in der oberen Reihe andere Constante als in der 
unteren bezeichnen. Um die oberen zu bestimmen, benutzt man 
unser System von Gleichungen und findet 

10p, =(p(ß-4)-5c«)^ 0 , 
( P S - c«) ( p (8 - 4) - 5c«) + 2O9 = 0 ; 
für die g der unteren Gleichung und die daher 

lO0 1 = (p(2H-4)-5& , )0 o , 
(p3W-6 , )(p(3K-4)-56 , ) + 20y = 0. 
Für n = 4 oder ff = 2 wird 

Hft»(p(8-9)-^)«i, 
(p(S-l)-3c t )(p(S-9)-7c Ä ) + 84ö = 0. 

Für 6 = c geht diese Gleichung in 

g«_l58-t-iM = o 

über, hat also, wie es sein muss, die Wurzeln und ~. 

§. 85. Es bleibt noch der vierte Fall zu behandeln, d. h. 
man muss die N aufsuchen, welche in (56, a) enthalten sind; zu 
diesem Zwecke setze man in die Gleichung für E oder N 



und hat dann die ganze Function * aufzusuchen, welche 

if-bW-f) ^+rt6^-8p) j£ +(p(3l-lH»-2)(«+3)^=0 

integrirt Wenn später wieder b = c gesetzt wird , so gehen alle 
Integrale der Gleichung für JE, welche Functionen von dem Cha- 
rakter N liefern, in ganze Functionen von /* also in Ausdrücke 

mit geradem m über; indem man diese ae (/t» f — b*)* setzt, 
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und alle ganzen Functionen» von (i sucht, welche der dann ent- 
stehenden Differentialgleichung genügen, wird man die * nicht er- 
halten, wenn man diese P m sämmtlich durch p* — b* theilt, indem 
P 0 durch diese Grösse getheilt, keine ganze Function giebt: man 
wird alle Integrale der vorstehenden Gleichung, unter der Voraus- 
setzung 6 = c, fürs finden, die nach fi ganz sind, wenn man alle 

p: 

fttr m =a 2, 4, etc. nimmt. Die Wurzeln 9t werden sich also für 
6 =r c in 

29^ = n(»4-l) — 2% n(»+l)-4«, etc. 
verwandeln müssen. 

Die Integration der Gleichung wenn b und c allgemein blei- 
ben, giebt 

2m(2n+l-2m)g m = p - 1 - (» - 2m) (n - 2» + 2))y w -i 

i +tf(»+l--2m)(«+2-2m)<fc l _ J , 
also das System 

2(2*1-1)^ =p(W-l- n (n-2))g 9 , 
4 (2« - 3)& = p (W - 1 - (n - 2) (fi-4))^ +^( w _2)(n-3)^, 
6(2n - %, = -1- (« - 4) (11-6))«,+ ^(»-4)^-5)^, 
etc. etc. etc. 

(2a-2)(2«+3-2(j)^_ 1 = p(tt-l-(»--2<r+2)(fi--2<r+4))^ 

+ ^f(«+4-2a)(«+3-2a)^3, 
0 = p(^-l-(»-2 < y)(n-2a+2))^ 1 
+ ? ( (ji + 2 - 2a) (n + 1 - 2a)g^ 2 . 
Diesen Gleichungen ist nach den früheren Erörterungen nichts 
weiter hinzuzufügen, als die 

Beispiele. Für » = 0 und n~= 1 existirt kein N. 

Für n = 2 ist 

N^gjfi'-b'yfi'-c*. 
Für n s=s 3 wird 

Für a === 4 endlich hat man <j = 2, also 

i*j,=p(«-9)?., 

p"(Stt— l)(Sft — 9)+ 28? = 0. 



Digitized by Google 



224 IL Theil. Drittes Kapitel. §. 86, 57. 

Für b ss c entsteht 

^*-10^-f 16 = 0 
und giebt die Wurzeln 2, 8. 

§. 86. Es ist jetzt bewiesen, dass die (2»-}-l) Functionen E, 
so eingetbeilt wie (57) es angiebt, wirklich existiren, und §. 83—85 
enthalten die Metboden durch welche man dieselben nach Auf- 
lösung einer Gleichung wirklich auffindet. Man sah, dass die E 
im gewöhnlichen Sinne verschieden sind, dass nämlich zwei weder 
identisch sein noch sich nur durch einen constanten Factor unter- 
scheiden können. Sollen dieselben aber zu den im §. 79 angege- 
benen Zwecken dienen, so darf auch (cf. daselbst er) keine lineare 
Verbindung von Producten 2aE(p)E(v) für alle p und v ver- 
schwinden, wenn sich die Summation auf die verschiedenen E und 
willkürlich gegebene Constante a, die von einem Producte zum 
andern wechseln können bezieht. Man bemerke, dass nur 2»-f 1 
Producte in der Summe vorkommen ; es war nämlich jedes Product 
E(fi)E(v) so zu verstehen, dass E(v) genau dieselbe Function ist, 
wie E(ji), dass also nur Glieder wie 

aK'(p)K\v), aU(ji)L\v), etc. 

nicht aber 

aK s (fi)K v (v) f aK*(n)L'{v), äff»!», etc. 
vorkommen, in welchen i sich von e unterscheidet. 

Soll eine Summe wie 2aE(ji)E(v) verschwinden, so 
dividire man durch V* und setze v = oo; da y-"JE(v) sich dadurch 
in g 9 verwandelt, also die Summe die Form 2ag 0 E(p) oder £aE{fi) 
erhält, so muss SaE(fi) für alle fi gleichfalls verschwin- 
den. Dieser Ausdruck zerfällt zunächst in die Summe zweier 
Theile 17+ VfjS^S, wo U und V ganze Functionen von p und 
j^*— 6* sind; er kann nicht verschwinden, wenn nicht U und V 
für sich verschwinden, weil sonst Yft* — c* eine rationale Function 
von fi und ]/fi* — b* wäre. U und V haben wiederum die Form 
G+Hy^ — b*, wenn G und H ganze Functionen von p bezeich- 
nen; sie können folglich nur dann verschwinden, wenn (Sf = ifssO. 
Fasst man dies zusammen, so folgt, dass die vier Theile 
aus denen 2aE(p) besteht, und welche die Form haben 
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tsza .<,=«— & *=» — ö «S0 

SaK'ip), 2 a'L'(fi), S a'Jtf», £ a'JV», 



:1 

für sich verschwinden müssen, wenn SaE(fjL) = 0 sein soll. 
Es wird nun nach Lame durch eine Methode, welche der Art 
entspricht, auf weide bei früheren Gelegenheiten die Coefncienten 
in gewissen Entwickelungen bestimmt wurden, gezeigt, dass diese 
Ausdrücke nicht verschwinden können, ohne dass alle a gleich 0 sind. 
Um alle vier Fälle geroeinsam zu behandeln, beziehen wir die 
Untersuchungen auf den Buchstaben E und werden an dieser Stelle 
unter E' und E" gleichartige E verstehen, d. h. solche, die beide 
zugleich zu den K, oder zugleich zu den L, etc. gehören. 

Man multiplicire die erste Gleichung (56) p. 112, die man auf 
E' beziehe, mit JE", ferner mit 

- rfr 

und integrire nach fi von b bis c, oder was dasselbe ist nach e 
von 0 bis w (cf. p. 206, b). Dann wird 

(a) ... {V+c^B'J "e*E v de -n(n+l)f U, f i*E*E v de 

<> o 

E v de • 
* de* 

<> 

nach zweimaliger Integration durch Theile verwandelt sich die 
rechte Seite in die Summe deB Integrals 

E* d -£rde 
de 

o 

und von 

[e^-e*— T. 

L de de J (l 

Das letzte Glied ist aber = 0, wie man einsieht ; wenn man an- 
statt nach e nach ft differentiirt und dafür mit ip x — b* ^c % — ji* 
multiplicirt; denn 

jgu dE? g, dE u 
dfi dfi 

wird gleich G(fi), wo G(ji) eine ganze Function von p bezeichnet, 
zunächst wenn die E zur Klasse K gehören; es wird aber noch 
dieselbe Form behalten, wenn E = L, etc. war. Denn, drückt man 

Heia«, Handbuch d. Kugelftiaclioneo. 15 
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immer durch O ganze, wenn auch verschiedene Functionen aus, 
so ist 

dV G 



M° = G, 



dW _ G 
dN* G 



es verschwindet daher die nach * differentiirte, in den eckigen Pa- 
renthesen eingeschlossene Grösse und die linke Seite von (a) wird 
nur gleich 

ändert sich also nicht durch Vertauschung von * mit t?. Es folgt 
hieraus dass 



dass also das Integral selbst verschwindet, wenn s und v verschie- 
den sind. War * und t? verschieden, so verschwindet daher das 
Integral; es verschwindet nicht, wie man sogleich sehen wird, wenn 
s = tj. War E % reell oder rein imaginär, so ist das Integral des 
Quadrates, einer Grösse die ihr Zeichen nicht wechselt, 



/ 



"E°E*di 



ü 

sicher nicht 0 ; wir zeigen also nur noch, dass E nicht complex sein 
kann. Hierzu wird nachgewiesen dass die B sämmtlich reell sind; 
aus der Art, wie die Coefficienten g der £ gebildet wurden, folgt 
dann, dass auch diese reell oder rein imaginär sein müssen. 

Sollte nämlich B* imaginär sein, so nehme man für B v die 
conjugirte Wurzel; war E 8 = p + qi so wird E v = p — qi, es müsste 
also 

U 0 

gleich 0 sein, was unmöglich ist. Man hat daher folgende Punkte 
bewiesen : 
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1) Sämmtliche B sind reell. 

/tu 
E'E'di, wenn E* und E u gleichartige JE bezeichnen; 

verschwindet sobald * nicht gleich v genommen war. 

3) Das Integral verschwindet nicht für 8 = v. 
Hieraus folgt nach der Methode des §. 15 unmittelbar der Satz: 
Ist eine Function f{fi) in eine Reihe von gleichartigen E (mit 
denselben n) entwickelbar 

f((t) = 2a*E\ri, 
so kann die Entwickelung nur auf eine Art geschehen, und die a 
sind bestimmt durch die Gleichung 

0 ü 

aus der sich jedes a finden lässt, da das Integral auf der Linken 
nicht verschwindet. Man zieht endlich hieraus den Zusatz, auf 
dessen Beweis es in diesem Paragraphen eben ankam: War f(fi) 
gleich Kuli, so müssen alle a Null sein. 

Als Erweiterung des Satzes kann man hinzufügen, dass 
auch die Entwickelung von f(fi) bestimmt ist, wenn f nur über- 
haupt nach E (mit gleichen ri) geordnet werden darf. Zerlegt man 
nämlich, wie am Anfange dieses Paragraphen f(fx) in vier Theile, 
so ist der eine Theil nach den K entwickelbar etc. etc. 

§. 87. Aus den bisher gefundenen Eigenschaften der E las- 
sen sich einige einfache Folgerungen ziehen, die im folgenden Ka- 
pitel wieder aufgenommen werden sollen. Es ist jetzt vollständig 
bewiesen, dass jede lineare Verbindung der C oder S sich linear durch 
die Prodncte£(jM)E(v) darstellen lässt und umgekehrt; hierausist klar 
dass im besonderen Falle auch jedes C oder jedes S selbst eine lineare 
Verbindung von Producten E(fi)E(v)j oder, bei der Umkehrung, dass 
jedes Product E(fi)E(v) eine lineare Verbindung von C und S giebt. 
Bezeichnet man durch g gerade Zahlen inclusive 0, durch u un- 
gerade Zahlen, zwischen 0 und n, so lässt sich diese Entwickelung 
noch näher bestimmen; erinnert man sich der Eintheilung aller 
demselben n angehörigen C und S in vier Classen (§. 78), so sieht 
man, dass z. B. C 9 eine ganze Function von fi und v ist, während 

16« 
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C u noch Yf^—b*^* — b* als Factor enthält, so dass in C g nur £ 
von der Klasse der K, in C u von der Klasse der L auftreten kön- 
nen. Man erinnere sich ferner, dass genau so vielC^, C u , S u , S 9 
exi stiren als resp. K, L, M, N. Bezeichnen die ß unbekannte Con- 
stante (in den verschiedenen Gleichungen verschiedene), d. h. von 
f* und v unabhängige Grössen, so hat man folgendes System von 
Gleichungen : 

C,= 'F /SJ/f»r(v); (0+1); 
C„= 4= £~y,LV)L»; (»-,); 

4=1 

sszn—a 

S u = 2 ß" u M"( t ,)M'(v); („-<!); 

«5=1 

in welchem die Ausdrücke in Parenthese (o + l), etc. anzeigen, 
wieviel Gleichungen man aus der hingeschriebenen erhält, wenn g 
und u alle möglichen Werthe ertheilt werden. Man muss aber 
auch umgekehrt erhalten: 

= fk;C g ; (a+1); 
V {p) L" (v) = 2k' u C u - (n-o); 

U 

M'((i)M'(v) = Sk" u S u ; (n-ö); 

U 

N'(p)N"(v) = £k' 9 S 9 ; (<r). 

Die Grössen (o*+l), etc. drücken hier dasselbe aus wie oben; zu 
gleicher Zeit sagen sie, über wie viele Werthe g oder u zu sum- 
miren ist, wenn man in der letzten Gleichung, bei der Summation 
nach g, den Werth g = 0 ausschliesst, für den S g = S 0 von selbst 
verschwindet. 

i 

Der Zusammenhang der Constanten k und ß, so wie diese 
Grössen selbst, sind im folgenden Kapitel näher bestimmt. M. vergl. 
über diese Systeme des Verfassers Arbeiten*). 

*) Borchardt, Journal f. Math. Bd. LVT: Auszug eines Schreibens über 
die Lame* 1 sehen Functionen, und: Einige Eigenschaften der Lame" 'sehen 
Functionen. 
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Mit Hülfe des zweiten Systeme» kann man die E Reibst, im 
Gegensatze zu den Producten E(fi)E(v), nach den Pl entwickeln; 
hierzu zeigt man zunächst dass 

L M_ N 

weder für fi = b noch für fi = c verschwinden. Um dies zuerst 
für die K zu beweisen benutzt man die Gleichung (56, er), aus der 
hervorgeht, dass wenn K für diese Werthc verschwindet, auch 
dK 

— verschwinden muss, indem für fi = b und p = c 

gleich 0 wird. Eine Differentiation der Differentialgleichung nach 
dann eine zweite, u. s. f. bis zur (n — l) ten zeigt dasselbe für den 
zweiten, dritten bis » ten Differentialquotienten von K, der eine Con- 
stante ist also nicht verschwinden kann. Vertauscht man die Glei- 
chung (56, d) für K mit denen für (jU* — 6*)" J L = z, etc. welche 
im §. 84 und §. 85 vorkommen, so findet man für die anderen drei 
Gattungen von Functionen, nämlich für (^ , ~6 4 )~*L, etc. dieselbe 
Unmöglichkeit des Verschwindens wenn p = b, c ist, wie für K. 
Aus vorstehendem System folgt nun mit Hülfe des §. 78 

L'{c)L\v)=Sk' u K(j), 

M'(b)M"(v) = XJ-I)^ *.«(!), 
während für JV eine Gleichung 

erhalten wird, wenn A die Constante 

b]/^b* JV» 
c ' y^t _ h t 

für fn = 6 vorstellt. Da die linken Seiten der vier Gleichungen 
(s. o.) nicht verschwinden, so hat man hier Ausdrücke von den 
Functionen K(v), L(v) etc. selbst, nicht mehr von den Producten 
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zweier E durch die Kugelfunctionen /C . Hätte man dasselbe System 
mit multiplicirt, und v = oo gesetzt, so lehrt die angeführte 
Stelle, wie sich die E in Reihen verwandeln, die nach den Cosinus 
und Sinus eines gewissen Winkels % fortschreiten. 

§.88. Bisher wurden solche E verglichen, die sich auf das- 
selbe n bezogen; im §. 86 war gezeigt worden, wie sich eine 
Function einer Veränderlichen in Bezug auf ihre Entwickelung 
nach solchen Grössen verhält. Die weiteren Betrachtungen führen 
auf die Zusammenstellung solcher E, die zu verschiedenen n ge- 
hören nur werden dann nicht die Functionen allein, sondern wieder 
die Producte E{fj)E(v) auftreten. 

Es bezeichne f(0, \p) einen nach Kugelfunctionen zweier Ver- 
änderlichen entwickelten Ausdruck: z. B. kann /'eine ganze Function 
von cos0, sinöcost^, sin 0 sin tft sein, deren Entwickelbarkeit im 
§. 72 bewiesen ist. Fasst man alle Glieder der Reihe zusammen, 
welche aus solchen C(0,tp) und S(0,\p) bestehen, die von der 
Klasse der P" sind, d. h. die dasselbe n besitzen, und nennt ihre 
Summe oder X n , so wird (§. 72, a) 

vssut 

X" =TcZ CS (0, y)+k" m Sl(d, y), 

m=<l 

und X n gentigt der partiellen Differentialgleichung (48). "Wie man 
die einzelnen Glieder, welche X* angehören, aus gegebenen f{d, \ft) 
finden kann, zeigt §. 72 für ganze Functionen von cos 0, etc. ; sam- 
melt man sie, so hat man ohne Weiteres X n : im fünften Kapitel 
wird man sehen, wie sich X n aus f durch eine doppelte Integration 
mit einem Schlage finden lässt. 

Man setze jetzt die 6 und xp in (i und v um, so wird f(d, tp) 
sich in einen Ausdruck F(/t*, v) verwandeln, der sich durch 

11=00 

F(fi, v) « X n 

darstellen lässt, wenn X* der Differentialgleichung (54) genügt und 
die Form hat 

r = T«c c: *] + *: a ^, »] . 
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Werden alle C und S linear durch die oft erwähnten Producte 
ausgedrückt, so verwandelt sich X* in (die h sind Constante) 

die Summation auf 2n-f 1 Werthe von s ausgedehnt. Hat man X* 
als Function von 0 und \p (s. o.) gefunden, so kann man es in ft 
und v umsetzen, und um die Constanten h zu bestimmen reicht 
dann der Satz am Schlüsse des §. 86 vollkommen aus, indem man 
X* wie eine Function von fi allein ansieht, und nach den dort ge- 
gebenen Regeln die Coefficienten in der Entwickelung nach E n (fi), 
die h m E n {v) werden bestimmt. Ohne aber durch X* hindurchzugehen, 
indem man nämlich Operationen unmittelbar mit F(p, v) vornimmt, 
lassen sich die h bestimmen; bei der folgenden Auseinandersetzung 
möge man die ähnlichen Betrachtungen des §. 72 im Auge behalten: 
Für jedes n zerfällt X n in vier Theile, nämlich in einen sol- 
chen, der nur die K, einen zweiten welcher nur L, etc. enthält. 
Es muss daher die entwickelbare Function F selbst iu vier Theile 
zerfallen , F 99 F tf F t) F t bo dasa jeder für sich durch eine Reihe 
dargestellt werden kann, die nur K, oder nur L, oder etc. enthält. 
Beispielshalber wird F 0 die Doppelreihe 

F 0 = 2ÜK:.Qi)K:(v), 
wo die Summation sich über eine gewisse endliche oder unend- 
liche Anzahl von n und 8 erstreckt. Jeder Theil F 0 , F t , etc. zer- 
fällt nun weiter in zwei Theile; denn sämmtliche K und iV die zu 
einem n gehören enthalten nur gleichartige, und zwar mit n gleich- 
artige Potenzen von ft und v, d. h. solche, deren Exponenten um 
eine gerade Zahl von n sich unterscheiden ; L und M enthalten mit 
n— 1 gleichartige Potenzen von p und v. Man wird also sogleich 
F in acht Theile zerfegen können, von denen jeder für sich ent- 
wickelbar sein muss; jeder derselben wird nur E von einer Klasse 
enthalten, und nur seiche die sämintheh ein gerades n, oder die 
sämmtlich ein ungerade« n enthalten. Es soll nun gezeigt werden, 
wie man in jedem von diesen Theilen für »ich die Cee&cienten h 
bestimmt. 

Es aei G((*,v) einer dieser Theile, und wir setzen 
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wo also auf der rechten Seite, um alle acht Fälle zugleich zu be- 
handeln, alle E entweder ausschliesslich K, oder ausschliesslich L 
oder etc. vorstellen, und die Summe sich nur auf gerade n oder 
nur auf ungerade n bezieht, ferner auf die s resp. von 0 bis 
von 1 bis n — o, etc. 

Der definitiven Bestimmung der Coefificienten geht, nach Ana- 
logie ähnlicher Betrachtungen, die Untersuchung des Integrals 

J=J dtj (^-v')E:(fjt)El{v)E;(fi)E v p (p)d6 

U 0 

voraus, wo p dem n gleichartig ist, und E v zu derselben Klasse wie 
E? gehört. Um dieses zu finden benutze man die zwei Gleichun- 
gen (56); setzt man in die obere ftir E zunächst Eh, dann E' p} 
multiplicirt die erste so entstehende mit E U P) die zweite mit En und 
subtrahirt, so erhält man: 

= [(6 8 + C) (B: - B v p ) - (» (n +1) -p (p + 1 )) El (fi) E v p «. 

Eine Integration nach e von 0 bis a) macht die linke Seite zu 0, 
also 

(c) ... (&' + c') (B: - B' p ) / El (fi) e; (fi) di 

= (n-p)(n+p+l)J tU, !A>E n (f*)E' P (v)<U. 



Hätte man auf gleiche Art die zweite Gleichung in (56) behandelt, 
so würde man statt (6) eine ähnliche Beziehung erhalten haben, 
die aus ihr hervorgeht, wenn (i mit v, t mit £, und das Vorzeichen 
der rechten Seite mit dem umgekehrten vertauscht wird. Das 
Integral der linken Seite nach d£ von 0 bis ro bleibt noch immer 
0; es ist nämlich an den Grenzen in 

ftir v zuerst b und dann 0 zu setzen. Es verschwindet der Aus- 
druck für v = b aus denselben Gründen wie der vorige, für v = 0 
weil E p und E H zugleich nur gerade oder nur ungerade Potenzen 
von v, abgesehen von den etwaigen Irrationalitäten ^v r —b t , etc. 



Digitized by Google 



§. 88, 57. IL Theil. Drittes Kapitel. 233 

enthalten. Es wird also entsprechend der Gleichung (c), wenn 
man die Seiten umdreht, erhalten 

(rf)... (n-p)(n^p^l)J' W v'E:{y)E,{y)iii 

= (b'ww-B u P )f a E:(v)E;(v)d{. 

War sowohl n von p als B n von B' p verschieden, so giebt die Multi- 
plication von (c) und (d) nach Fortlassung des beiden Seiten ge- 
meinsamen constanten Factors, wenn man endlich die rechte und 
linke Seite auf einer vereinigt, genau J=0. War aber n=p und 
Bl von Bn verschieden, so giebt (c) und (d) 

f"K(}i)K{p)dt = 0 = /■"«<•)£(»)«; 

0 0 

löst man «/ in seine beiden Theile auf. durch deren Differenz es 
gebildet wird, und deren erster 

fdt^R (jjl) K (j^j^K {v)El (v) <% 

ist, so wird deshalb jeder Theil für sich Null, also sicher J = 0. 
War endlich n und p verschieden, aber Bl = B'p, so wird nach (c) 
und (d) 

/'V^0*)£?(^* "* 0 = f\'E>.(v)E v p {v)dt, 

0 I) 

also wird wieder jeder Theil von J, dessen erster 
r^K{v)E p {v)f u ^K( f C)E;(f t )d t 

U II 

ist, für sich Null. 

Berücksichtigt man noch, dass pf—v* positiv bleibt, dass also 
für n = p und t? = * sich J in das Integral eines Ausdrucks ver- 
wandelt, der sein Zeichen nicht wechselt, so kann J dann nicht 
verschwinden, und man findet: 

Es ist J=0, wenn nicht zugleich r> = p = »; sind 
aber beide Gleichungen erfüllt, so ist J sicher von 0 
verschieden. 

Die Functionen E waren bis auf eine willkürliche Constante g 0 , 
die sie multiplicirte vollständig definirt; es ist besonders bequem 
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diese durch die Festsetzung zu bestimmen, was von die- 
ser Stelle an immer geschehen soll, dass 

(e)... 8/ dXj (tS-*){K(p)Ki?S) % te = ±\ 

sei, nämlich 1, wenn E zu den K oder JV gehört, sonst —1. 

Geht man nun zu (a) zurück, so erkennt man sogleich, dass 
h durch die Gleichung bestimmt ist: 

A; = ±8/ dÜ (ti*-v>)G(,i y v)E:(v)K( < v)de, 
n i) 

wenn das obere Zeichen für E = K, N, das untere für E = L,M gilt. 

Um dieses Resultat mit den früheren des §. 72, in Bezug auf 
die Bestimmung von gewissen Coefficierrten, in Verbindung zu 
setzen, bemerke man, dass eine einfache Rechnung ergiebt 

(lS — v*)dt<U = imddddy; 
wächst xfj und 0 von 0 bis \ n, so gelangt e und f von 0 resp. 
zu 0) und ro (§. 11). Das Element auf der linken Seite spielt bei 
den L am Aschen Ausdrücken dieselbe Rolle, wie das auf der 
rechten bei denen von Laplace. 

§. 89. Im Vorstehenden sind die vorzüglichsten Untersuchun- 
gen von Lame* über die von ihm im 4' en Bande des Liouville 
sehen Journals eingeführten Functionen mitgetheilt. Die Resultate, 
welche andere Autoren später gefunden haben, sollen hier noch 
einen Platz finden. 

Liouville beweist*), dass die Wurzeln der Gleichung 
E(fi) = 0, oder um alle Klassen der E einzuschliessen, von 

in sofern sie reell sind, kleiner als c sein müssen; er 
entwickelt dazu die Auflösung t> der Differentialgleichung 

d*t> 

w= pv > 

wenn p eine Function von * bezeichnet, in eine nach vielfachen 



*) Liouville, Journ. de Math. T. XI: Lettre* sur diverses questions 
d'analyse et de physique niathematique concemant lellipsoide , adressees a M. 
P f B. BJanchet, Deuxieme lettre, p. 261. 
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Integralen fortgebreitende Reihe. Der genannte Satz läset sich 
auch auf folgende Art beweisen und in Beziehung auf einige Punkte 
vervollständigen: 

Aus §.87 weiss man bereits, dass 

E( ß) 

für ft = b oder fi = c nicht verschwindet. Ferner lässt sich 
auf ähnliche Art, wie der Beweis des obigen Resultats geführt 
wurde, zeigen, dass gleiche Wurzeln nicht vorkommen 
können. Es ist allerdings nicht noth wendig, diesen Satz, der 
sich von selbst ergiebt, wenn unten die Realität der Wurzeln nach- 
gewiesen wird, gesondert zu behandeln; er wird desshalb abgetrennt, 
weil er nur einen sehr einfachen Beweis erfordert. Der Bequem- 
lichkeit halber sollen nur die K betrachtet werden, indem die 
anderen Classen von E sich durch Anwendung der Differential- 
gleichungen in §. 84 und 85 behandeln lassen, wie die K vermit- 
telst (56,a),p.213. 

Hätte K gleiche Wurzeln, und zwar genau p die gleich a sind, 
während a sicher nicht 6 oder c wird, indem für diese Werthe 
nicht einmal eine einfache Wurzel existirt, so setze man 

K=(n-a) p z', p>l, 
dK 

und findet dass auch — für fi = a verschwindet; aus (56, a) folgt 
d K 

dann dass -r— j, und wenn man die Differentialgleichung wieder- 

holt differentiirt, dass jeder Differentialquotient von K nach p für 
ft = a Null sein mass. Der p} e Differentialquotient muss demnach 
sich gleichfalls in 0 verwandeln; dieser beginnt mit *J7(p) und hat 
dann nur noch Glieder, welche Potenzen von ((*> — <*) als Factoren 
enthalten. Da er ftir fi = a verschwindet, so muss z gleichfalls 
verschwinden, daher durch (i — ct theilbar sein, woraus endlich folgt, 
dass K gegen die Voraussetzung p+1 Wurzeln a enthält. 

E(U) 

Alle Wurzeln der Gleichung -p===r sind reell und 
kleiner als c. Der Beweis dieses Satzes wird nach einer Me- 
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thode geführt, die Legen dre anwendet, um zu zeigen, dass die 
Gleichung P*(x) = 0 nur reelle Wurzeln besitzt (M. vergl. §. 9); 
am Schlüsse des ersten Kapitels im §. 72 wurde bereits auf die zu 
diesem Zwecke erforderliche Verallgemeinerung des HülfsBatzes 
von Legendre hingedeutet. Es stellte sich dort heraus, dass eine 
ganze Function f(0,\f/) von den drei Grössen cos0, sintfcosy, 
smßBmxp von geringerem als dem » 1 " n Grade, nach den C und S 
entwickelbar sei, aber nur solche C" und S" enthalte, für welche 
n < p. Was dort schliesslich über das Verschwinden der durch 
Coefficientenbestimmung gewonnenen Integrale gesagt wurde, be- 
nutzen wir hier auf folgende Art: Bedeutet F eine ganze Function 
von cos0 etc., also wenn wir die neuen Coordinaten einfuhren von 
pv, yp' — b 9 yb*~^v*, ic % — p'i/c' — v 9 (man achte darauf, dass F 
diese Verbindungen von fi und v enthalten muss) von niedrige- 
rem Grade nach diesen Grössen als dem » ,en , so wird sich F nach 
den C* und S* von fi und v entwickeln lassen, aber nur solche 
enthalten in denen n<Cp; setzt man diese Grössen in die Producte 
von E wie im §. 88 um, so erhält man nur solche E n deren Index 
n<Cp. Man zerlege nun F in die acht, dort erklärten TbeuV, 
einer der Theile sei G, der also nur solche E enthält, welche den- 
selben Character wie G selbst besitzen: es wird für einen solchen 
die Gleichung (a) des §. 88 noch gelten , wenn die Summation 
nach n sich nur auf solche n bezieht, die kleiner als p sind. Be- 
dient man sich der Regeln für die Coefficientenbestimmung, so er- 
hält man sogleich den 

Hülfsatz. Bezeichnet G eine ganze Function von pv, 

Yfi* — 6 3 fb* — v% j/c 5 — /**yc 2 — v * vom P ,PM Grade nach diesen 
Grössen, die entweder keine Irrationalität enthält, oder durch 

yH^~-^ ^fc 3 — v % getheilt, oder durch je* — } / ^-~v r getheilt, oder 
durch Y^ — tf^b* — v* y c* — fi 7 \ f c % — v* getheilt rational wird, und 
die durch Vertauschung von fi mit — (i höchstens ihr Zeichen aber 
nicht ihren Werth ändert, so wird 

f W di f V - v*) G . E* p (fi) E 3 P (v) dt = 0, 
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wenn E je nach dem Eintreten von einem der vier auf die Irra- 
tionalitäten bezüglichen Fälle resp. K, L, M oder N vorstellt. 

Um den Beweis unseres Satzes über die Wurzeln von E mög- 
lichst einfach darstellen zu können, betrachten wir einen bestimm- 
ten von den acht Fällen für sich : es sei p gerade, — g und die E 
mögen zur Klasse der K gehören; man darf den Hülfssatz dann 
natürlich nur auf solche G anwenden, welche ganze rationale und 
gerade Functionen in Bezug auf fi und v vorstellen. Setzt man 
zuerst G = 1, so entsteht 

J j -✓)*•;(,*) o, 

woraus folgt, dass K g {fi)K g {v) wenigstens einmal in den Grenzen, 
also zwischen fi = b und (*>= c; v = 0 und v = b sein Zeichen 
ändert, oder durch 0 geht: dies mag für fi — a geschehen, wo a 
nothwendig eine reelle Grösse bezeichnet. (Würde dies für v = a 
eintreten, so ändert sich nichts Wesentliches.) Es wird dann^auch 
(i= — a eine Wurzel also K{(a) durch — a* theilbar sein, woraus 
folgt, dass K(v) durch v 9 — a 9 getheilt werden kann, also K(fi)K(v) 
durch ((A % — a 9 )(v 9 -a 9 ). Dies Product 

ist wiederum eine Function der drei Grössen fiv, etc. und gleich- 
artig den K g , denn ju 9 v a ist die zweite Potenz von fiv selbst, und 
( i ti 9 -& 9 )(i/ , _& 9 )- f iV-6 4 = fr'^'+v 9 ), 

also fS + v* eine Function zweiten Grades von } f fi* — 6 9 ^6* — v* 
und fiv. Man darf daher jetzt 

(? = (^_ a 9 )(v 9 -a 9 ) 
machen, und findet nach dem Hülfssatze 

jy(^-v')K;((i)K;(v)Gd^=0. 

GK(ji)K(v) ändert sein Zeichen nicht bei jtt=a, da (fi* — a*)K(fA) 
es nicht ändert und v nicht a erreicht, indem fi, also auch a, zwi- 
schen b und c liegt, v zwischen 0 und b. (Hätte man angenom- 
men, dass K(v) für v = a verschwindet, so verhielte es sich um- 
gekehrt.) Es muss also K g (ji)K g (v) sein Zeichen bei fi = ß, oder 
v = ß ändern, wenn ß wieder eine reelle Grösse vorstellt, und dies 
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Product daher auch noch durch (fi* — — ß*) theilbar sein. Setzt 
man dann 

und fährt bo ig Mal fort, so findet man dass Kg(ji)Kg(v) in ein 
Product wie das Vorstehende mit g Factoren, zerlegbar ist, also 
dass K(fA) selbst die Form annimmt 

KS(fi) = c(^-a«)fci«-f »)&*•--,•) . . 
wenn c eine Constante bezeichnet. Es hat demnach K(ft) = 0 nur 
reelle Wurzeln Hha, ±ß, +y, etc., die zwischen 0 und c liegen. 

Wäre p eine ungerade Zahl u gewesen, so ist K u (fi) durch (i 
theilbar, und man hätte im Anfange G nicht = 1 , sondern = fiv 
gesetzt; bei Betrachtung der L hätte man, je nachdem p = g oder 
p = u ist, am Anfange resp. 

G = Yjs^YV^T* 

G = fjLV^fS — b* ^6*— v* 
gemacht, und ähnlich verfährt man in den übrigen Fällen; eine 
weitere Verfolgung derselben würde einer Wiederholung gleich zu 
achten sein. 

Es ist daher bewiesen, dass die Wurzeln der Gleichung 

E M - ? 

sämmtlich verschieden, reell, kleiner als c und weder c noch b 
selbst sind. 

§. 90. Die Aufgaben der Wärmetheorie, mit denen Lame* 
sich beschäftigte, gaben ihm nicht Veranlassung ein zweites Inte- 
gral der Differentialgleichung (ob) für die E zu betrachten, während 
man nothwendig auf ein solches geführt wird, wenn man Lame"s 
Untersuchungen auf die Theorie der Anziehung überträgt. Liou- 
ville und der Verf. haben gleichzeitig*) Arbeiten veröffentlicht, 
in denen diese Lame^sche Function zweiter Art eingeführt 

*) Liouville's Arbeit findet sich in den Comptes rcndus T. XX, und ist 
abgedruckt im Liouville'schen Journal T X, p. 222— 228: Sur diverses questioas 
d'analyse et de physique mathe'matique. Sie wurde den 12. Mai und 2. Juni 
1845 gelesen. Des Verf. Arbeit über Anziehung und Wärmetheorie ist im Crelle'- 
schen Journale Bd. XXIX (Berlin 1845) veröffentlicht, trägt übrigens in der Unter- 
schrift das Datum Aprü 1844. 
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ist: sie verhält »ich zu den E wie Q zu den Kugelfunctionen 
erster Art. 

Die L am e*' sehen Functionen der zweiten Art findet man aus 
denen der ersten nach der Methode des §. 31 ; da sie sich im Fol- 
genden auf ein Argument g beziehen, das zwischen c und <x> liegt, 
so sollen sie sogleich in Bezug auf ein solches eingeführt wer- 
den, und deshalb 

rf * - d <f , 

und | = 0 für g = c gesetzt werden. Dann wird die Differential- 
gleichung für E(g) nach (56) 

£p— [n (n + 1 ) o' - (6' + c') B] E = 0, 

so dass jedes zweite Integral F derselben Gleichung mit E durch die 
Formel 

verbunden ist. Wählt man die Constante a gleich 1, und F so, dass 
es für p = oo verschwindet, so ist die Function zweiter 
Art F durch die Gleichung 



(58) . . . F(g) = E(g) r 7=^= 



bestimmt. Diese Function verschwindet offenbar für g = oo, 
bleibt aber mit g H+i multiplicirt für g = oo endlich; in der That, 
bezeichnet g 0 dieselbe Constante wie p. 214, so fängt die zu in- 
tegrirende Function bei der Entwicklung nach absteigenden g 

mit ( — ^-p- 2 »- 2 an, also das Integral in seinen Grenzen mit 

V — ) — r^rr Daher wird für g = oo 
\g 0 S (2» + l) * 

(58, .)... ? . + >F (e) = p -I__. 

Verfolgt man das im §. 31 Gesagte weiter, so findet man dort, 
dass 0 nur eine Transcendente, nur einen Logarithmus enthält, 
der für alle Q mit derselben Veränderlichen der gleiche ist; dieselbe 
Untersuchung lehrt hier, dass in F nur elliptische Integrale 
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der beiden ersten Gattungen vorkommen. Der Beweis 
soll hier nur für die Gattung K der E geführt werden, da er sich 
sogleich auf die anderen übertragen lässt. 

Da die Grenze oo des Integrals hierbei einige Unbequemlich- 
keit bereitet, so ersetze man sie vorläufig durch u, und zerlege das 
Integral in die Differenz zweier gleichgebildeten y(u) und tp(o) 7 
wo zur Abkürzung 



vW = f 



dx 



a' 



)(x^b*ix*-c\K(x)y 

gemacht ist. Heissen die sämmtlich verschiedenen Wurzeln von 
K(x) der Reihe nach a, ß } etc., so giebt die Zerlegung in Partial- 
brüche 

wo sich das Summenzeichen auf alle Wurzeln a, ß, etc. bezieht. 
Hieraus folgt, wenn man nur die der bestimmten Wurzel a an- 
gehörigen A und B betrachtet, 

wo sich der obere Index ' welcher dem K angehängt ist nach üb- 
licher Art auf eine Differentiation bezieht. Macht man 

so stimmt B mit überein, und es folgt nach logarithmiscber 

Differentiation 

qp^ = _L K' = K-{x-a)K\ 

2q> x — a K (x — a)K ' 

auf bekannte Art ermittelt man für den Fall x = a den Werth 
von J, und findet 

_ (x-a)K» _ K"(a) 

2y(«)~ (x--a)K'(x)+K(x)~ 2K'(*)' 

«^«A- K " {a) -B 
*W-~(ff'(a))«- Ä 

Nun benutze man die Differentialgleichung (56, a) für K(q), nach 

der ftir o = o 

K»(a) _ «(2tt'-6'-c*) 
K'{a) ~ («»-6 a )(« s -c a ) 
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wird, und findet für (o) die folgende Formel, in der die Summe 
sich wieder auf alle Wurzeln er, ß, etc. bezieht: 

( 1 V-Cr 3 Vf 1 s «o^-^-o n 

Es zerfällt demnach V>(.r) iu eine Summe vou Integralen, deren 
jedes noch mit (^rj^y) zn mnltipliciren ist; dasjenige welches sich 

auf a bezieht, wird 

/ x dx a(2a-— A'-c') /' x dx 
e (x- a y fönr* i'iQ 1 + («* («• ^-«y^ 

Bekannte Reductionsformcln *). dio. man sofort durch Differentiation 
veriticiren kann, zeigen das» der vorstehende Ausdruck sich in 

(h\ jär^ Jx^ cc' 1 r * dx 

[Ö) "' {x -a)(a J -b>){a r -c>) ' (a*-b* )J jtfZ&fö^ 

1 x*dx 

+ (a>-b>)(a*-c*)J föZ&y'pzr? 

verwandelt, also nur, wie behauptet wurde, elliptische Integrale der 
beiden ersten Gattungen enthält. Somit ist gefunden; da aber 
ip(u) für u = oo nicht in übersichtlicher Form erscheint, indem 
zwar der zweite Theil des obigen Ausdrucks endlich bleibt, aber der 
erste und dritte unendlich wird und erst eine endliche Summe 
giebt, so verwandele man den auf elliptische Integrale zweiter Art 
fuhrenden dritten Theil für diesen Zweck durch die Substitution 

x = — , indem man x = v , n = — macht, in 
z r 

i 

y" dz 

welches bekanntlich, oder mit Hülfe der ebeu gebrauchten Re- 
ductionsformel 



V ' 



Vi-cV 

liefert. Dieser Ausdruck kann mit dem ersten Tbeile von (6) für 
x = w zusammengesetzt werden, und giebt dann, indem 

}V~T J }^ f- LJ) 

r ' \« u — «/ 

*) Z.B. Abel, Oeuvres completea T. II, Chap. I, p. IÜ4, no. 15. 
Heioe, Haudbuch d. KugelOinctiooeo. 16 
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für h = oo sich in — a verwandelt, als Beitrag zu 

(c) ... m -\ \ n .r ** „ h ^r- * %d * +j. 

Multiplicirt man (c) mit (^T^y) > un ^ summirt über alle Wurzeln 
a, ß, y etc., so entsteht ifj(x) selbst. 

* Viertes Kapitel. 

Entwickelimg der Kugelfunctionen nach L am e" sehen 

Functionen. 

§. 91. Im vorigen Kapitel wurden die Functionen E vollstän- 
dig definirt; es zeigte sich, dass jedes einem bestimmten n ange- 
hörige Product E(p)E(v) nach C oder S, welche sich auf das 
gleiche n beziehen, entwickelt werden kann. Man erinnere sieb, 
dass in Bezug auf die Constante g 0 eine wenn auch willkürliche 
Festsetzung durch p. 234, e existirt. 

Es sei nun die Aufgabe gestellt nach den Lame"- 
schen Functionen zu entwickeln, wenn z wie früher von den 
Grössen x f x i , tft, ip { , nämlich durch (47, a) 

z = ara?, — y** — 1 ^x] — leostp; (g> = t// — V,) 
abhängt. Setzt man #=cos0, etc., so verwandelt sich z in die 
Grösse cosy der Gleichung (47). Es werden für 6, 0 U etc. oder 
x, x t , etc. die elliptischen Coordinaten (.i, v, p t , v x durch die Glei- 
chungen (53, a) 

x — yx — 1 cos \u — — — — r — , etc. 

x x = pj-l cos i// t = etc. etc. 

eingeführt, wodurch (49, a) auf p. 175 sich in 

r (») = T(-ifa; \c:[n, , v]s.>, , 

verwandelt; nach den Gleichungen des §. 87 kann man jedes C 
oder & durch Lame*'sche Producte ausdrücken, die sämmtlich zu 
demselben n gehören. Lässt man diesen Index als selbstverständ- 
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lieh fort, so wird also P(a) als Function von fi und v die Form 

annehmen, wenn h von fi und v unabhängig- ist, und nur p { und v t 
enthält. Wegen der Symmetrie des Ausdrucks P(z) nach fi und ,a, 
resp. nach v und v, muss aber dieselbe Grösse gleich 

Sk'E'^E'iy) = 2cE*(fi)E s (v t ) 
werden, wenn A- resp. c nur \i und v, oder fi x uud v enthalten. 
Die beiden ersten nach E(v) geordneten Ausdrücke, so wie der 
erste uud dritte, welche gemeinsam nach E{fi) geordnet sind müs- 
sen, weil gleich, auch in Folge des erweiterten Satzes im §. 86 
identisch sein, also 

h* E' (/*) = k' E* (fi t ) ; h" E* (v) = c* £ v (v t ). 
Aus der ersten von diesen Gleichungen folgt 

h = aE((A i ) k = aE(p) 

wenn er weder fi noch v noch /u 4 also nur v t enthält. Daher ist 

aE(v)E{ft x ) = cE(v { ), 
folglich a = 6E(v,) wenn b eine numerische Constante vorstellt. 
Die Form der Entwicklung von P(s) ist daher 

and es bleibt nur der Werth von b zu bestimmen. Zu diesem 
Zwecke zerfalle man beide Seiten in die früher oft erwähnten vier 
Theile, und betrachte beliebig einen, z. B. den die L enthalten- 
den, der mit Berücksichtigung der Feststellung über das Zeichen 
C'=C[iu lt vj in §. 77,'c, die Relation verschafft 

(a) ... J?(-l) w fl M C M r:=""^r(rtL^ft)I>)L> I ), 

die Summe links über alle ungeraden u von 1 bis n genommen. 
Man wendet nun ein Verfahren an, welches man noch an ver- 
schiedenen Stellen finden wird; man füge nämlich noch eine Glei- 
chung (b) zu (a), die aus (a) entsteht, wenn ft t und v, mit fi t und v t 
vertauscht werden. Das Product (a) (b) multiplicire man dann rechts 
mit (/** — v ') äfj </f, links mit dem gleichen Ausdrucke smOd0<hff 

und integrire rechts von 0 bis w resp. ro, links von 0 bis ~ . Be- 
rücksichtigt man den Satz p. 233: Es ist J = 0 etc., so wird 

16* 



* 
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rechts erhalten 

(c) . . . -i TVj'iV.^V.)^)^».). 

und links 

77 7T 



Z(a u yc' u CuJ J C u C u smddOdtf>, 



oder nach p. 184, wenn für das Integral sein Werth gesetzt wird 

W*** 2(2»+ 1) 1 ) M °"^"^"* 
Die Gleichung (c) = (c/), wenn man ^ a und v t wieder in fi und f 
verwandelt, d. h. 

Si-ifa^CC;. = 2(6 )T( ) .)t'( / ,,)L'(»)I'(v 1 ), 

mit (o) verglichen, zeigt dass 

" 2n+l 



oder da98 b* von * unabhängig und = — 2«+l * St * 

Hätte mau statt der L eine andere Klasse der E betrachtet, 
so würde sich ein ähnliches Resultat für 6 gefunden haben, so dass 
sich endlich ergiebt 

An 

(59) . . . ffo = £ ±E.N>)£.>)£;WE,:(»' 1 ), 

die Summe rechts auf alle 2«-f 1 Functionen £ bezogen, die zu « 
gehören; das obere oder untere Zeichen ist zu nehmen, je nach- 
dem das betreffende E zur ersten und vierten, oder zur zweiten 
und dritten Klasse gehört. 

§. 92. Es sollen jetzt die C und S, also die Functionen selbst 
aus denen P(z) besteht, durch die Lame" sehen Producte dargestellt 
worden, und umgekehrt diese Producte durch die C oder S; die 
allgemeine Form der Resultate ist bereits im §. 87 enthalten, und 
es bleiben nur die Grössen ß und k daselbst näher zu bestimmen. 

Bezeichnet f irgend eine Function von v, so soll, in diesem 
Kapitel allein, Jf die Grösse, welche durch 

(b'+c')Jf=^-»(«+l)v t f 
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definirt ist vorstellen, so dass also JE(v) nach p. 212 gleich —BE(v) 
wird. Sind f x , f t mehrere Functionen von v so besteht offenbar 
die Gleichung 

W+fi +A + etc.) = Af+Af % + Af t + etc., 
und da (§. 87) 

so wird 

ähnliche Ausdrücke für AC U) AS llf AS,} kann man leicht hinzu- 
fügen. Die Producte der rechten Seite K*(fi)K s (v) lassen sich, 
wie man aus dem schon mehrfach erwähnten §.87 weiss, wie- 
der in lineare Verbindungen von Functionen C m mit geradem 
Index m verwandeln, so dass ACj eine lineare Verbindung von 
C 0 , C t , C A etc. sein muss. Die Betrachtung von AC U lehrt Ent- 
sprechendes über das Verhalten dieser Grösse zu C, , C s , etc., 
so dass sich sowohl für einen geraden als für einen ungeraden Index 
m das Resultat ergiebt: Es hat AC die Form 

(a) ... ~4C m = h 0 C m +h l C M +2 + h'C m -2 + h l C m +*+ etc. 
wenn die h constante, d. h. von p und v unabhängige Grössen be- 
zeichnen. Die Aufgabe dieses Paragraphen besteht darin, die h 
in obiger Formel, welche das Fundament für das folgende bildet, 
wirklich zu bestimmen, und einen entsprechenden Ausdruck für AS 
aufzustellen. 

Die h kann man unter Voraussetzung eines speciellen Werthes 

von fi, nämlich für p = c bestimmen; nach §. 78 geht nämlich für 

• 

diesen Fall C m in Pm(^) über, und schreibt man x zur Abkür- 
v 

zung für so muss daher die Gleichung 

- AP m (x) = h, P m (x) + h l P m+2 + h' P M _o + etc. 
bestehen, wenn die h dieselben Constauten sind wie oben. Es ist 
also die linke Seite ein Ausdruck der sich nach P m mit demselben 
oberen Index n entwickeln lässt; eine solche Entwickelung kann 
aber (§.52) nur auf eine Art geschehen, und daher sind die h 
die Coefficicnten bei der Entwickelung von —AP m nach 
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den P m . Um die Grösse AP zu bilden, setzt man nach der Erklä- 
rung, (wenn P ohne Index immer P m {x) ist) 

d*P dP 
(6 l 4-cVi , = (v , -A l )(v , -o t )~ + i'(2v , --6 , -c^-»(N+l)i' , P 

und verwandelt die Glieder der rechten Seite, indem man bx für 
v substituirt und dieselben zertheilt resp. in 

6 >*- i >'S+< a, - c, h* , - i )S 

— n(n + l)b t x' i P. 

Die Summe der untereinanderstehenden mit 6* multiplicirten Glie- 
der vereinfacht sich durch die Differentialgleichung (39) der P in 

(ß) ... Ä^itf-fiOi+l))?, 
während der, b % —c % enthaltende Thcil durch die Anwendung der- 
selben Gleichung den Werth 

fr) ... -(b*-c*)[x^-m*^P-(n(n + l)-m')p] 

annimmt. Es ist also 

dP 

hat daher noch nicht die verlangte Form, weil x-r- und ausser- 
dem ein x im Coefficienten enthaltendes Glied in (y) erscheint. 

Zur weiteren Reduction bedient man sich zweier Formeln, von 
denen die erste durch directc Differentiation von 



m 

+ — 



erhalten wird; dadurch entsteht 

dP m . x r 3 

und durch Addition die erste Formel 
Die zweite Formel ist (42), nach welcher 
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2(m+l)^= J P m+1 = (n+m+l)P m -(n-m-l)P m + 2 
ya? a — 1 

wird, und mit Anwendung dieser gelingt die Beduction. Es ist 
nämlich 

4a? -r- = 1 — ~P m — - -~-z Pm+2 

dx m — 1 m-j-1 

, (w + ») ( w + w— 1) p . 

T ; TT * m— 2 7 

(m — 1) 

i a d 2m a (ro a — 1 — » a — ») p , (n-m)(n — w — l)m p 

, (»+»)(»+» — l)m p _ 

hierdurch geht (y) in folgende Form über: 

W=-^- , [(2n(n-fl)-m 3 )P Ä 

+ (»-w)(n-ro-l)P m42 +(n4-m)(»~m+l)P M _j]. 
Dies ist noch um (ß) zu vermehren und durch 6 a -|-c a zu dividiren, 
wenn — JP entstehen soll; setzt man zur Abkürzung 

c > + b* ~ 

indem zwar vorläufig Ä in den Formeln erscheint, später aber nur 
x a , also x, so entsteht 

(*)... -^P«(a J ) = i(»(»+l)-m 3 )P m (a ; ) 

, (n — m)(n—m—l) , (n + w)(ri+m-l) 

1 £ *^m+2 H | A/' IW _2 

und hieraus schliesslich 

(60) . . . -JC m = — m»>CL 

(w — — m— 1) a + 1) , 

-J A L/ m +2 -J A U m _2 , 

so dass die Operation J an den C angebracht nur eine lineare 
Verbindung von drei verschiedenen C erzeugt: nur A 0 , h t und h! 
besitzen einen einfachen, von Null verschiedenen Werth. 

Die Gleichung (60) besteht noch, wenn man alle C mit S ver- 
tauscht, während die Ableitung des auf diese Art entstehenden 
Ausdruckes eine Modifikation erfordert. Man findet durch dieselben 
Mittel wie oben, (a) entsprechend 

(«) ... — JS M ss Ä 0 S m -f S m+ 2-fÄ'S»-2-j-etc.; 
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die Bestimmung der h erfolgt wieder, indem man für fi einen be- 
sonderen Werth setzt, wobei zwei Fälle zu unterscheiden sind. Ist 
zuerst m ungerade =r ?/, so wird für p = b nach §. 78 

S lt{ b,v)= { -1) 3 ^(-), 

also 

- JP U ( = A 0 />, (~) - A, /> , + , - ä' />„_ 2 + etc. 

Durch Vertauschung von b und c in der vorigen Rechnung ent- 

v 

steht offenbar die Formel (d), wenn «r in derselben — bedeutet 

c 

und c 2 — ft 2 mit b 7 — c 1 d. h. A mit — A vertauscht wird; es folgen 
also dieselben Werth c für A, und h' wie in (GO). 

War aber zweitens m gerade, = g, so verschwindet S, f für 
= b, und man findet erst wenn man nach Division durch y^—b 9 
den besonderen Werth fi = b setzt für tf,/fyt* — 6*)~* einen Werth, 
welcher nacli Fortlassung von Constanten die kein o enthalten 



wird. Man wird daher (*) durch ffi — b* dividiren, und da A nur 
eine Differentiation nacli v involvirt, also die Gleichung besteht 

1 ;fS=J- S 



\'u 2 -b ! iV-S 1 ' 
so muss man die // so bestimmen, dass 

= Vfe? ["''• *V (' ) - '•*+ 2> *. 'Vi , - '.9 - 2) V 2 + etc.] 

v v~- b' 

wird. Macht man - = ;•, 1/ -5 , = r, so riebt die Festsetzung 

für das Zeichen z/ 

der erste Theil der rechten Seite ist schon durch (60) bekannt und 
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gleich 

so dass nur noch der zweite zu untersuchen bleibt, welcher ft'-f-c* 
im Nenner enthält. Dieser verwandelt sich in 



-GS'.-*]- 



zu seiner weiteren Transformation sind die Formeln schon fertig 
entwickelt: durch dieselben wird der Ausdruck in der eckigen 
Parenthese der Reihe nach die Formen annehmen: 

(n — g) (n — g — 1 ) (n + gHn+g—1) p 

2g ~ W ' 2g / '~ 2 ' 

Vereinigt man die gefundenen Werthc, so wird die linke Seite 

von (£) getheilt durch v einerseits 

9K P,j-(9+ 2) A, P g+2 ~ (9 - 2) hf P g ^ + etc. , 
andrerseits aber 

-Igtnin+V-g^P^^in-gHn-g-l)^ 

so dass die Vergleichung beider Formeln dieselben Werthe der 
k verschafft, die sie in (60) hatten, und dadurch bewiesen ist, dass 
in der Formel (60), es mag m gerade oder ungerade sein, 
alle C zugleich durch S ersetzt werden können. 

Die hier mitgethcilte Ableitung der Formel macht zwar noch 
immer einige Rechnungen nötbig, ist aber weit einfacher als die 
ursprüngliche im 56 s,rn Bande des math. Journ. welche auf Ent- 
wicklungen beruht, die unser Werk beschliessen werden. 

§. 93. Um nun zu dem zurückzukehren, was am Anfange 
des §. 92 als der Zweck der vorhergehenden Rechnungen angege- 
ben war, betrachten wir jede Klasse der E gesondert, und behan- 
deln eine willkürlich ausgewählte, die der K, ausführlich. Aus 
dem §. 87 wird die Gleichung 
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(«)... C.j = 2ß:jK"(r)K\v) 

zu Hülfe genommen, welche o+l, den verschiedenen 0 = 0, 2, 4, etc. 
angehörende repräsentirt. Nimmt man eine zweite, welche sich auf 
den Werth g = p bezieht, der also gleichfalls gerade ist, nämlich 

hinzu, und bildet 



n je 

1 CpCy&inOdOdtp, 



ff 



0 0 

welches Null ist, so lange p und g verschieden sind, dagegen g^n-fr-ljg 

für p = g, berücksichtigt auch den Werth von J im §. 88, so wie 
die Festsetzung (c) ebendaselbst, so folgt dass 

verschwindet, so oft p von g verschieden ist, aber gleich wird 

4:71 

(2n+l)a, f 

sobald p = g. Iu der Folge ist es bequemer, statt der Buchstaben 
ß andere, einfach mit ihnen zusammenhängende a einzuführen: es 
wird definitiv gesetzt 

(6i)... cj— ^-^.jrwrw, 

wenn a m wie bisher die numerische Constante (49) vorstellt. Das 
so eben von den ß gefundene Resultat auf die a übertragen lautet 
dann: Es ist 

(ei, a) ... V«;«; = o ; "i («;)" = i. 

Grössen a welche (Gl, a) erfüllen hcissen Coefficienten 
einer orthogonalen Substitution: hängen willkürliche Ver- 
änderliche x 0) x t , ... x a mit ebenso vielen Grössen y°, y l , . . . f 
durch lineare Gleichungen an der Zahl <7-f 1 zusammen, die aus 

y* = 

entstehen, wenn man s alle Werthe 0, 1, 2, ... <j der Reihe nach er- 
theilt, so drückt (61, a) die nothwendige und hinreichende Bedingung 
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aus, damit 

sei. Da die Gleichungen zwischen den x und y nach x aufgelöst 
geben 

s—i) 

so werden ausser (61, a) noch von selbst die beiden Systeme 

2«JaJ = 0, 2(aJ)'=l 

bestehen, wenn t eine von 5 verschiedene Grösse bezeichnet. Dies 
lehrt, dass jedes Product K(fi)K{v) sich durch die Summe, 
welche über die geraden Zahlen g ausgedehnt wird 

- 

(61,6)... K'(r)K'(v) = fi^ ä T a > g J^C 9 

darstellen lässt, wenn die a dieselben Grössen sind wie 
in (61). 

Dadurch dass man weiss, die a seien Coefficienten einer or- 
thogonalen Substitution sind sie noch nicht bestimmt, und erst im 
nächsten Paragraphen sollen die schliesslich bestimmenden Eigen- 
schaften derselben entwickelt werden : vorläufig kann, als Ergänzung 
des §.87, erwähnt werden, dass für = c folgende Entwicke- 
lung von einem E nach den P m erhalten wird: 

Der Formel (61, 6) sind noch drei andere hinzuzufügen, welche 
wohl, ohne Wiederholung der vorstehenden Betrachtungen, einfach 
mitgetheilt werden können. Der Buchstabe ß ist nicht mit dem 
am Anfange dieses Paragraphen benutzten, der nicht weiter er- 
wähnt wird zu verwechseln, sondern wird, so wie y und 8 ent- 
sprechend dem a gebraucht. Bedeuten auch ß, y, ö Coeffi- 
cienten gewisser orthogonaler Substitutionen, die so 
beschaffen sind, dass man hat: 



2 ßn ßl 

s i 


S- It — 0 

v» * * 

= 2 YuYv 

*--! 




» -_ n—o 

«~1 


& n — o 

= s (riy 

4 — 1 


«~1 
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wo u und t) verschiedene ungerade , g und p verschiedene gerade 
Zahlen von 1 bis n bezeichnen, so wird 

Dass die Productc zweier La mischen Functionen sich durch Um- 
kehrung dieser Gleichung nach Art von (61, b) darstellen lassen, 
folgt von selbst. 

§. 94. Mit beiden Seiten von (61) nebine man nun die Ope- 
ration — J vor, und berücksichtige (p. 245), dass 

-/JK*{v) = & s K s {v) 
ist, dass andrerseits —JC m durch (60) gegeben wird. Dana ent- 
steht für ein gerades p 



4n *Za* p k*K s (ti)K*{y). 



(2« + l)a p & .a) 

Man findet nun die noch fehlenden Beziehungen zwischen den a, 
wenn man diese Gleichung mit (61) des vorigen Paragraphen 

(ß) . . . C} ^% = SmiK'WM, 

und auch noch mit zmOdOdip multiplicirt und zwischen 0 und in- 

tegrirt, also durch eine Behandelung der beiden jetzt vorliegenden 
Gleichungen, welche der Methode des vorigen Paragraphen ganz 
entspricht. Nach der Integration wird die linke Seite im allge- 
meinen Null sein; sie verschwindet nicht, wenn g mit p oder p 4; 2 
übereinstimmt, d. h. wenn die Grösse p entweder = g, oder g+2, 
oder g — 2 gesetzt war, so dass man erhält, erstens für p — g 

zweitens für p = g+2, für welchen Fall C f ,-2 in (a) gleich Cg wird 
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und wenn man für die a ihre Werthe benutzt 

= ~ y(n-g)(n+g+lHn-g--l){n+g+2). 

Würde man drittens p = g — 2 setzen, so entsteht nichts Neues. 
Ist viertens p weder g noch $r±2, so erhält man 

Im zweiten oder dritten Falle muss auf eine Ausnahme aufmerksam 
gemacht werden, die sich im zweiten Falle für g = 0 ergiebt, in 
welchem a 0 nur die Hälfte des Werthes hat, den wir dafür setzten; 
im dritten Falle würde dieselbe bei g = 2 und p = 0 stattfinden. 
Dann reducirt sich die linke Seite von (a), indem C t = CL 2 , auf 

zwei Glieder, und mit C t ist X — - — - multiplicirt, also 

2 r a * 

— iy2»(fi+l)(fi — 1)(n + 2). 
Um diese Resultate möglichst einfach auszudrücken, führe man für 
gewisse numerische Coefficienten eigene Buchstaben c m ein, deren 
Quadrate, die in späteren Formeln auftreten, der Raumersparniss 
halber, gleichfalls eigene Zeichen i bekommen. Damit man alle 
Festsetzungen, die hier von Interesse sind beisammen 
habe, so wird folgendes Schema gegeben, in dem man die Eccentrici- 
tät c, die also b entspricht, nicht mit dem neuen Buchstaben c m 
verwechseln mag. Die obigen Resultate sind zugleich in den neuen 
Buchstaben ausgedrückt: 

c * + b 3 ' 
4c£ = 4* m = («— w)(« + ;/i-fl); (m>0); 
4cJ = 4* 0 = 2h(m+1); 
* m + «— i = <£+ c*_, = 1 (n (n + 1) - »•) ; (m > 0) ; 

f o = C J = i»(»+i). 

2 a*a* = 0 (im Allgemeinen ; ausgenommen:) 

«--II *' ^ 

= *o> (9 = 0). 
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Dies Schema, welches nur die bereits abgeleiteten also »ich 
auf die K beziehenden Formeln enthält, kann man noch fortsetzen, 
indem man für die L, M, N die ähnlichen, durch gleiche Mittel 
aufzufindenden Resultate hinzufügt. Bedeuten wieder u und t? un- 
gerade Zahlen, so findet man die Werthe der Summen, welche 
sich auf jene Klassen beziehen, durch Buchstaben -Vertauschung 
nach dem folgenden Schema, zu dem nur noch die zwei Ausnahme- 
fälle hinzuzufügen sind, welche sich ebenso auf u = 1 beziehen, 
wie oben ein besonderes Resultat für g = 0 vorkam. Man hat 

2 (#) 8* = «,+K+ T «„ 
"Tb',)'**' = ;H* t — 

ä- 1 & 



und das Schema zur Vertauschung der Buchstaben: 



K 


L 


M 


N 


ff 






$1 


a 


ß 


r 


3 


9>P 


U, V 




9>P 


5 = 0, ... a 


5=1, ... n—a 


5=1, ... n — c 


5=1,. 


g,p = 0, ... n 


u, v = 1 , ... n 


u, v= 1, ... n 


</,f> = 2, 



Durch unser System von Gleichungen werden die a vollständig 

bestimmt; würde man nämlich die orthogonale Substitution des §.93 

raachen, so würde durch dieselbe 2$t*y*y* in folgenden Ausdruck 

übergehen müssen: s _ a 

(62) ... 2 Sl'yy 

wo für ein gerades « offenbar c 7a verschwindet. (In obiger Glei- 
chung tritt ein und derselbe Buchstabe x M wie man sieht nur in 
drei Gliedern auf.) Es bleibt also die Aufgabe zu lösen: Wie ist 
die orthogonale Substitution beschaffen, durch welche 
die rechte Seite von (62) die Form der linken annimmt? 
Für uns ist es überflüssig, die Ä selbst zu kennen, indem wir nur 
die Coefficienten a gebrauchen ; doch findet man die $ bei Lösung 
der Aufgabe gelegentlich. 
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Die hier vorkommende Aufgabe ist ein specieller Fall der all- 
gemeineren, vielfach behandelten, eine homogene Function zweiten 
Grades von x 0 , x x1 ... x a durch eine orthogonale Substitution in 
die Form der linken Seite von (62) zu transformiren. Es wird die 
Theorie der Transformation als bekannt vorausgesetzt; man fin- 
det sie mit Angabe der Quellen in dem verbreiteten Werke von 
Baltzer*) und neuere Untersuchungen von Weierstrass **) in 
den Monatsberichten der Berliner Akademie. 

Wendet man die allgemeine Theorie auf den hier vorliegen- 
den speciellen Fall an, so ergiebt sich dass man folgende Deter- 
minante, die f(z>) heissen mag zu bilden hat: 





Ac 0 c, 


0 


0 


0 


0 


Xc 0 c t 






0 


0 


0 


0 


Xc t c s 




0 


0 


0 


0 


0 


0 




* C 2a-4 C 2*-3 


0 


0 


0 


0 




ß 2*-3+*2a-2-* 


Ac 2 ff -2 


0 


0 


0 


0 


* C 2a-2 C 2a-l 


«2o-rH 



Die Grössen, aus welchen die Determinante gebildet werden soll, 
sind also so beschaffen, dass jede Verticalreihe nur drei Glieder 
hat die nicht verschwinden, nämlich ausser dem in der Diagonale 
befindlichen Gliede ein darüber- und ein darunterstehendes. So 
wird z. B. die (j»-f-l) le Verticalreihe ausser dem Gliede in der 
Diagonale 

noch als unmittelbar darüber und darunterstehende, resp. 

enthalten, im übrigen nur Glieder 0; dieselben zwei Grössen um- 
geben das erwähnte Glied der Diagonale in der (ro+l) ,en Horizontal- 
reihe, die gleichfalls im übrigen nur Glieder 0 enthält. Die erste 
und letzte Horizontalreihe und Verticalreihe sind von diesem Ge- 
setze ausgenommen, indem sie wie man oben sieht nur zwei von 0 
verschiedene Glieder enthalten. 

*) Theorie und Anwendung der Determinanten. Leipzig, 1857, §. 15. 
**) 4. MUrz 1858. Berlin 1869, S. 207. 
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Die Wurzeln der Gleichung f(z) = 0 sind dann gerade 
die £. 

§. 95. Ehe wir mittheilcn, was aus der allgemeinen Theorie 
fl\r die Coef ficienten a der Substitution folgt, deren Ermitte- 
lung Endzweck unserer Untersuchungen seit dem Anfange des §. 92 
war, wollen wir die Gleichung f(z) = 0 näher betrachten, und 
zwar um zu zeigen dass sie ungleiche reelle Wurzeln hat, und fer- 
ner, um die Herstellung von f(z) zu erleichtern. 

Nennt man die Determinante /Ys) hier D 0+1 und bezeichnet 
mit D a die nächst niedrigere von der Ordnung o~, in der die letz- 
ten Glieder fehlen, ebenso mit 0 o _i die von der Ordnung a— 1, etc. 
so hat man folgendes (System von Gleichungen 

Da+l= ( (, 2o "Mio-l — *) D a — X f 2a-l*2o-2 

D a = (*2a-2 + *2a-3 — *) D C - 1 — * t2a- 3 *2a-4 Do- 2 



D 3 = («4 + «,-*)J>,-XVl0| 
D t = («, + «,-*) A - *«! * 0 /> 0 

= (< 0 -*)Z> 0 

Mau setze x für — z, und denke sich die Zeichenreihen der 
Functionen von x, D 0 , D, , D ty . . . D 0+ i gebildet, wie solches bei 
Sturm zu geschehen pflegt. D 0 ist immer positiv; alle D enthal- 
ten als Factor der höchsten Potenz von x genau 1, so dass sie 
für x = oc das positive Zeichen besitzen, dagegen abwechselnde 
Zeichen, also c-fl Zeichen Wechsel, für # = — oo. Während x von 
— oo bis oo wächst, gehen daher a-f-1 Zeichenwechsel verloren. 

Da x positiv ist, so wird eine mittlere Function D m nur ver- 
schwinden, wenn ihre Nachbaren D m _i und D m+l entgegengesetzte 
Zeichen haben; zwei benachbarte Functionen können nicht ver- 
schwinden, weil sonst alle D verschwinden wurden, was offenbar 
unmöglich ist. Man sieht ein, dass wenn die mittlere Function D m 
durch 0 geht, kein Zeichen Wechsel verloren oder gewonnen wer- 
den kann, indem, welches Zeichen auch zwischen die beiden, D m -i 
und D m +i beim Verschwinden von D m angehörenden, die resp. + 
und + sind, gesetzt wird, immer von Z> w+ i bis D m „\ ein Zeichen 
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Wechsel stattfindet Es können also nur Zeichenwechsel verschwin- 
den oder gewonnen werden wenn D a +i selbst durch Null geht; da 
<y-f-l Wechsel verschwinden, so geht D a \ i wenigstens ff-f-l mal durch 0, 
kann aber nicht öfter verschwinden, da sein Grad 0+1 beträgt, 
verschwindet daher genau für o-f-1 verschiedene reelle Werthe. 

Hierdurch ist der Beweis des Satzes geführt, von dem schon 
§. 83 gehandelt wurde. Es war klar, dass im Allgemeinen die 
Wurzeln der dort behandelten Gleichung verschieden sind; wenn 
sie verschieden sind gelten alle Betrachtungen bis zu diesem Para- 
graphen: die Gleichung 0 o M = 0 hat dann, also in unendlich vielen 
Fällen von * dieselben Wurzeln wie die frühere, stimmt folglich 
mit ihr überein, da die linken Seiten beider Gleichungen rationale 
Functionen von b und c sind. Da ferner D a+ i nur verschiedene 
reelle Wurzeln besitzt so lange x positiv, z. B. wenn b und c reell 
ist, so hat auch die ursprüngliche Gleichung reelle und verschiedene 
Wurzeln, und kann nur gleiche bekommen, bekommt auch wirklich 
solche wie man sah, wenn b und c gewisse imaginäre Werthe er- 
halten, ein Fall, welcher bei uns nicht eintritt. 

Dass die Wurzeln unserer Gleichung reell sind, hätte man 
schon als Folgerung den allgemeinen Sätzen über solche orthogo- 
nale Substitutionen entnehmen können. Auch über die Grösse der 
Wurzeln kann man einige Schlüsse ziehen, z. B. dass von allen D 
gerade D ö+1 die grösste Wurzel x enthält, und dann zunächst D a etc. 

Nach den obigen Andeutungen wird man sehen, dass F(z), die 
Function welche, gleich Null gesetzt, die 9} zu Wurzeln hat, als eine 
Determinante wie die frühere f(x) aber vom c ,en Grade auftritt, und 
zwar entsteht sie aus der vorigen, wenn man im Schema p. 255 die 
erste Horizontal- und die erste Vertikal- Reihe fortlässt. Es wird 
also F{z) = Jg+i sein, wenn man Grössen d suocessive durch die 
Gleichungen bildet: 

4 = 

4 -(«.+«! -»)4> 

4 = ('*+*« ',4 > 

I!«ine, Handbuch «1. Kugel Functionen. 17 
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so dass 4h-i:D<hi den folgenden Kettenbruch giebt, welcher von 
selbst an der gehörigen Stelle abbricht: 

F(z) 1 



71 



(63) ... 



*o — 5 



*j+*4 — * — etc. 

Hierdurch ist die Herstellung der Gleichungen F(*) = 0 und A*)~°i 
welche die Ä und W zu Wurzelu haben, etwa» leichter praktisch 
auszuführen als im §.83 — 85; sie nehmen an der gegenwärtigen 
»Stolle, an welcher 6 und c nur in der einen Verbindung x vor- 
kommen, eine andere Form an als in den früheren Paragraphen, 
wo b und c in p und q auftreten. Dass auch F(z) = 0 verschiedene 
und reelle Wurzeln hat zu beweisen, wird überflüssig sein, da 
die für f(z) angewandte Methode sich fast wörtlich auf F über- 
tragen lässt. 

Die Determinanten, welche die £ und 3)2 als Wurzeln besitzen, 
mögen resp. r/>(*) und sein, zu denen resp. C und F dieselbe 

Beziehung haben sollen wie D und J zu f und F. Es sind dauu 
(p und </> die Determinanten, deren Anfaug hier folgt; das obere 
Vorzeichen bezieht sich auf q>, das untere auf tf*: 

0 Ic.c. — * . . . 

> 

und zwar wenn man setzt 

so ist ff = C_ 0 , 0 = /'„-o. Daher ergiebt sich folgender Ketten- 
bruch, der gleichfalls an der gehörigen Stelle von selbst abbricht: 



(63,a)... 



2 fl x* 3 *4 



*4+ f 5 -«—etc. 
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Wendet man (63) und (63, d) auf den besonderen Fall 6 = 0 
an, für den x sich in 1 verwandelt, so kennt man bereits die 
tf, etc. kann also f, ff, etc. von vorn herein bilden und hat auf 
diese Art die beiden Kettenbrüchc (G3) fi\r A = x = 1 summirt. 
So findet man als Summe von (63) nach §. 82 für ein gerades n 
den ersten, für ein ungerades n den zweiten der beiden Ausdrücke 

(a-l')fr-.V)...(g-(ii- l) 9 ) 
— 2 9 )(3 — 4*)...(5-fr) ' 

(s — 2')(a — 4 3 )...(s — (n-l) g ) 
— 3*)... (* — «*) 5 

für (63, a) ergiebt sich bei geradem resp. ungeradem n 

(s-2')(s-4')...(a-w ? ) 
[Z -V ){ z-3 9 )...{z-(n-l)') 9 

(s-l 3 )(»-3 2 )...(s-n 2 ) 
»(* — 2 f )(* — 4*). ..(* — (»— 1)*)" 
§. 96. Es bleibt noch übrig die Wcrthe der a, ß, etc. auf- 
zustellen; die vollständige Angabe der sich auf die K beziehenden 
Grössen, also der a allein, genügt, da die Ucbertrngung auf die 
übrigen Klassen der E einer Wiederholung dessen gleich kommt, 
wa3 Uber die K bemerkt werden wird. Um das Resultat, wie es 
aus der mehrfach benutzten allgemeinen Theorie folgt, hier anzu- 
geben bezeichne man, wie es Weicrstrass thut, eine Unter-De- 
terminante von f\z) von der Ordnung er, welche ans f(z) durch 
Fortlassen der a" 4 " Ilorizontalreihe und der ß l,n Verticalreihe ent- 

a ß a p ß « 

steht mit f(z), so dass /» = f(z), durch f'(z) den DiflTerential- 
quotienten von f(z). Dann ist 

II ni a \ l o H 

f(z)+f{z)+-+r(z)^ -r(z), 

also (cf. Baltzer Det. §.15, 10, S. 94) 

• ruf)' r<«V 

allgemein 

III | I IM | I 

bis iw = o-, so dass sich schliesslich (61) in die Gleichung 

17* 
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verwandelt, (wenn man nämlich 2m — 2 statt g einführt um der 
Formel einfachere Indices zu geben), und dass umgekehrt nach 
(61,6) gefunden wird 

' 2n-\-l m—o I' /"'(ft ) 

Es ist endlich noch zu erwähnen, dass die(ö-}-l)* Quadratwnrzelu, 
welche in den so entstehenden o*+l Formeln auftreten, sich auf 
o+l, (für jedes Ä* eine einzige) reduciren, da nach eiuem ein- 
fachen Satze Uber Partialdctcrminanten 

o a fl ß aß 

gesetzt werden kann. 

■ 

§. 97. Die Theorie, welche in diesem Kapitel auseinander- 
gesetzt wurde, mag durch einige numerische Rechnungen erläutert 
werden, welche sich auf die ersten Werth c von n bezichen; der 
Fall n = 0, der nur ein constantes K, so wie « = der nur ein 
K, L t M liefert, wird fortgelassen und wir begiunen mit n =? 2. 
Man vergl. hier die numerischen Beispiele in §.83 — 85. 

1) * = 2; < 0 = 3, t t = 1, 

2) n = 3; = 6, *, = |, « 4 = |, 

3) n = 4; < tf = 10, « t = >5, t t = I, * 3 - 2, 

4) w = 5; * 0 = 15, f, =7, f 4 = C, = }, # 4 = J, 

5) h = G; f,=10, * t «9, = *4= ? ¥» ' 5 = 3 ' 
[Für ein festes « geben etc. die Difterenzreihc }, J, etc.J 

Es sind nun die Kettenbrüchc des §.95: 

1) 71 = 2 

F(z) = 1 

«») 3 — JÜL' 

1 — s 

»00 _ 1 

*M"\_J* 

f+l*-«' 
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2) M=3 
*(*) 1 



4 — s 

*(») 1 



*(») j « 



3) » = 4 
F(z) 1 



7x 

8-3 — 



2-3 ' 
<p(z) 1 



*(») j_ 
4) * = 5 



10A 



«_2 v 



A») 16 _,_J0?? 



27x 

13-3-- 



<-3 ' 



ii + ±u_,_J2; 

3 ' 1 i_iv 



5) n = 6 



A») 21 _ s __^ 



19-« L-L 



13-3-^ 



3-3 

y (*) = i 

*(») 1 2U 



V + V A_3--5^ 



3 * I 7 _ 

- i 3 



Au* diesen Kettenbrücken ergeben sieh die Grössen F, f, tp und 
<P wie folgt: 
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1) n = 2 

F=l — * 

f = 3-4* + *' — 3A 

5+:U 

. 5-3A 

0 = 5 

2 

2) w = 3 

F = 4-* 

/* = 24 — 15* — 10*-f-s 5 

33— 15x 9A , , , 

* = j + y -(7 + 3A)*-f*' 

#fi 33 — 15x 9A .„ , , 

0*= __( 7 -3A)*-fa' 

3) » = 4 

F= 16 — 7x — 10* + *' 

/* e= 160 — 160x — 116* + 52x*+20s 9 — z* 

209 + 110A-63x , 3 

qp = ! (15 + 5A)* + * 3 ; etc. 

Für A = x = 1 entsteht wenn z. B. « = 5 oder 6 genommen wird: 

'F_ _ (*-4)(*-16) 
W ~ 55 f ~ (*_ 1)( *_ 9 )(*-25) 
_y _ (a-l)(g— 9)(g-25) 
0 ~ *(*-4)(*-16) 

„ = 6. F = (*-l)(*-9)(*-25) 

' [ *(* — 4)(* — 16)(* — 36) 

^ _ ( a — 4)(g — 16)(g — 36) 
tP ~ (« — 1)(*_9)(*-25) ' 

Um die Formeln für f, <p, F in unserer Gestalt mit denen von 
Lame" zu vergleichen, mögen die von Lame* für dieselben Func- 
tionen aus §. 83 — 85 hinzugefügt werden; 0 folgt aus <p durch 
Vertauschung von A mit — A. Nach Lamers Methode wurde z.B. 
für n = 4 gefunden 

0 = p** (* - 4) (* - 1 6) + 168tf* + 409 (* — 1 6) 
0 = (/>(*- 1)— 3c*)(/>(*- 9) -lc*) + Siq 
0 = p a (* — !)(* — 9) + 28?, 
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Gleichungen, welche sich in der That resp. in /*=0, o? = 0, F=0 
verwandeln, wenn man für p utid q die Werthe 6*+c% 6 V setzt. 

Die in diesem Kapitel mitgeteilten Untersuchungen rühren 
vom Verf. her, und sind zum grösseren Theil im 56 ,r " Bande des 
Bo r ch ard t' sehen Journals tuitgetlteilt worden, erscheinen aber hier 
vereinfacht und vervollständigt; verschiedene Vorzeichen an den 
beiden Stellen sind durch verschiedene Festsetzungen über die C, 
etc. zu erklären. 

Fünftes Kapitel. 

Dirichlet's Beweis dass Functionen zweier Veränderlichen 
nach Kugelfunctionen entwickelt werden können. 

§. 98. Es sei f(0, \p) eine von 0 = 0 bis 0 = n und von xp=^0 
bis xff = 2ti willkürlich gegebene immer endliche Function; Iässt 
dieselbe sich nach Kugelfunctionen entwickeln, also sich durch eine 
Doppelsumme 

f{d, y) =*£ m £ P;(cos0)(cleosroi/; + Oinmv/) 

darstellen, bo ist die Entwickeluiig, wie man bereits aus §.72 weiss, 
nur auf eine Art möglich. 

Um den Beweis hier noch einmal auf eino von der früheren 
etwas verschiedene Art zu führen, sammele man alle Kugelfunctio- 
nen, die dasselbe n haben, und nenne ihre Summe X*, dann wird 
X ' eine Function, die in Bezug auf 0 und xfj nach dem Ausdrucke 
des §. 66 zur Gattung P n gehört, d. h. die ganz und vom » ,<m Grade 
nach <cos0, sind cos y, sind sin V ist, und der partiellen Differential - 
cleichunc 

la) ... s— * 52 \- . tD -= — r t»(»+lJI»= 0 

v ' sin0 dd Bin 0 dtp 9 «vi/» 

genügt; mau kennt auch die allgemeine Form einer Function die 
zur Gattung der P" gehört, nämlich 

m—n 

(b) ... 2 PZ(£ix>smy>+k m &mmy). 

m—U 

Es ist daher zu zeigen, daas eine Function f\ß,y) sich auf 
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eine Art allein in eine Reihe 

(c)... / , (Ö,tp) = X°+A' 1 + A , +etc. 
entwickeln läBst, deren n ie * Glied X n zur Klasse der 
P n gehört. 

Ist dies bewiesen, ist also bei gegebenem f die Function X* 
für jedes ganzo nicht negative n bestimmt, so folgt nämlich un- 
mittelbar, daBS auch dio Coefiicienten von coemty und smtmp in der 
Entwiekclung von -Y" nach Sinus und Cosinus der Vielfachen, daher 
auch die c und k in der Formel (6) bestimmt sind. 

Um den Beweis zu fuhren zeigt man zuerst mit Laplace*) 

das 8 /Vi / 2 n 

J dOJ X*Y m *m0dip 

O 0 

immer verschwindet, wenn m von n verschieden ist und Y m irgend 
eine zur Classc der P m nach 0 und \p gehörige Function bezeich- 
net. Multiplieirt man dazu (a) mit Y m &\i\0d0d\p und integrirt in 
den Grenzen, so wird das — n(w-fl) fache des Integrales gleich 
einer Summe zweier Glieder, nämlich von 

J Y Iw 6 *' J <y y — Td — ae, 

in denen nach zweimaliger Integration durch Theile, wie sie schon 
öfter in ähnlichen Fällen vorgenommen wurde, sich nur die Iudiees 
n und m gegenseitig umtauschen, so dass die Summe der beiden 
neuen Integrale das — m(m+l) fache des gesuchten giebt. Da» 
M(n-f-l) fache einer Grösse kann aber nur gleich dem m(?»-j-l)facuen 
derselben werden, wenn die Grösse Null ist. 

"Wir verstehen unter y wie früher eine aus 0, 0 lf tp — tp l = <p 
durch die Gleichung 

cos y = cos 0 cos 0, -f sin 0 sin 0, cos <p 
zusammengesetzte Grösse; indem ^(cosy) selbst zur Klasse der 
gehört, schliessen wir weiter mit Laplace: Es ist 

J = f n dO amof lTt X n F"(coBy)<ly> = 0, 

o o 

so lange die ganzen Zahlen m und n nicht gleich werden. 
*) Memoiren toi» 1782. 8. 163. 
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Zweitons suchen wir mit Legendre *) den Werth von J auf 
wenn m = n. Multiplicirt man dazu (6) mit 



m- n 



P\cosy) = ^(-lf^F^cos^KCcosÖJeosm^- ip t ) 

und mit a'mOdOdip, so wird nach Integration in den Grenzen, mit 
Hülfe von §. 72, p. 184, der Werth von J für m= n 

±jl m—m 

= o„ ,1 2 /^(cosöj^cos»!^ 4-Csinw^) 

h. — — mal dem Werthe von X" wenn 0 und \U darin mit 0. 

2»-f- 1 

und t/>, vertauscht werden. Bezeichnet man diese Function, welche 
also von 0, und tfß t abhängt wie X* von 0 und tp mit X*, so lehrt 
eine einfache Vertauschung der Buchstaben 6 und ift mit 6 k und 
dass 

Dieser Satz, verbunden mit dem vorigen über das verschwindende 
Integral, reicht wie man bereits aus ähnlichen Untersuchungen 
weiss hin, um die Einheit der Entwickelung von f nach Kugel- 
funetionen zu beweisen ; er giebt auch die Entwickelung selbst wenn 
sie überhaupt möglich ist. Vertauscht man nämlich in (c) die 
Grössen 6 und \p mit anderen 0 t und tf> n so entsteht 

f(0 lf %) = Ä t, +X 1 H-...+Ä w 4- etc., 
also mit Hülfe unserer Formel 

wodurch der Satz gewonnen wird: Eine Function f(0,\p) kann 
nur auf eine Art nach Kugelfunctionen entwickelt wer- 
den. Nur und immer wenn 

»=aco n 4_i S*n flu 
nr*> 4« J J 

ist die Entwickelung möglich. 

Soll untersucht werden ob eine Function f(0,tp) nach Kugel- 
functionen entwickelbar ist, so hat man also die linke Seite von (64) 

*) Memoiren von 1789 ß. 435. 
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zn betrachten; stellt diese Summe eine convergente Reihe vor, und 
ist die Summe der convergenten Reihe genau f(0,tp) f so wird/" 
in eine nach Kugelfunctioncn fortschreitende Reihe entwickclbar sein. 
Es zeigt sich unten, dass im Allgemeinen die Summe genau fiß, tp) 
giebt und nur in besonderen Fällen sieh davon unterseheiden kann. 

Dirichiet hat in der mehrfach erwähnten Arbeit*) den merk 
würdigen Beweis für die Möglichkeit der Entwickelung oder für 
die Gleichung (64) gegeben, welcher hier wiederholt werden soll. 
Müsste nicht in unserem Werke noth wendig eine wesentliche Lücke 
bleiben, wenn wir es unterließen, dieses Fundament für die An- 
wendungen auf physikalische Probleme vollständig festzulegen, so 
würden wir den Beweis von Dirichiet fortgelassen und nur auf 
ihn verwiesen haben; wer Dirichlet's Arbeiten kennt, weiss dass 
sie Muster auch der Darstellung mathematischer Stoffe sind, und 
selbst durch eine nicht wörtliche Mitthciluug nur verlieren können. 
Der Verfasser wird daher wohl gerechtfertigt sein, wenn er den 
Theil der Arbeit von Dirichiet, welcher nicht schon im Vorher- 
gehenden verwendet war, möglichst genau nach dem Werke des 
Meisters mitthcilt. 

■ 

Einen anderen Beweis desselben Satzes hat Bonnet**) kn 
17 ,en Bande des Liouville'schen Journals veröffentlicht. 

§.99. Zunächst betrachte man einen besonderen Fall 
auf den der allgemeine sich in §. 101 ohne Rechnung wird zurück- 
bringen lassen, indem man 0 = 0 setzt. Dadurch wird y von rff 
unabhängig und cosy = cos0,; es tritt ferner /^(cosy) vor das in- 
nere Integral in (64) als constanter Factor, und es verwandelt sieb 
in Jfißi t Vi)^,. Wir machen zur Abkürzung 

und dann geht die linke Seite von (64), wenn man den Integra- 
tionsbuchstaben 0, mit rj vertauscht, in eine Summe der Glieder 

*) Crcllc, Journ. f. Math. Bd. XVII, Sur Ics series dont lo tertne geV'ral 
döpend do denx angles. 

**) These de Mccanique. Sur lc ddvcloppement des fonetiuns cn series or- 
dyunces suivaut les fonetiuns X» et Y», ö. 265 — 300. 
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2 J F(*l)P* (cos !/) sin cfy 

0 

von m = 0 bis « = co über. Man bildet nun die Summe der ersten 
n Glieder dieser Reihe, die so lange n endlich bleibt natürlich im- 
mer existirt; es wird sich zeigen dass diese Summe mit wachsen- 
dem n einer Grenze zustrebt, d. i. dass die unendliche Reihe eine 
Summe hat, und dann dass diese Grenze, d. i. die Summe der un- 
endlichen Reihe F(0) wird. Alles dies zu beweisen ist die Auf- 
gabe des gegenwärtigen und folgenden Paragraphen. 

Die Summe der ersten n Glieder, genauer von n = 0 bis n = n, 
bezeichne man mit S a , und zerlege sie in S H = T H +U n} wo, wenn 
das Argument cos?; bei den P fortgelassen wird, 

T H = ^ , V( v )(J»+P l + ete.+P>ini*<fy 
o 

U m = y^FinKP 1 ^ 2P t +ctc.-f «P>in*<fy 

i) 

gesetzt ist. Man transformirt nun T und U weiter, indem man für 
die P die im §. 10 abgeleiteten Integrale einsetzt, und zwar in T 
das Integral (7) welches noch für n = 0 gilt, in U dagegen (8). 
Beschränkt man sich zunächst auf die Betrachtung von T so ist 
klar, dass nach der Substitution unter dem Integrale eine trigono- 
metrische Reihe 

1 -f 2 cos tp -f 2 cos 2qp -j- etc. -f* 2 cos nrp 
auftreten wird, deren Summe bekanntlich 

2w+l 



sin 



2 



• 9 



ist. Man hat daher 



2nT n = J "dq sin tjF(q) 



i) 



./ 1/2 



W . 2« + l 



i (cos cos ^ sin ^ 

2 

sin f sin —5— 9 



(Up 



fn — 2 2 j 

^(cos^-cosp) ßin 9 

2 



Digitized by 



ß 



268 II. Theil. Fünftes Kapitel. §.99,64. 

hier lässt sich aber die Ordnung der Integration umkehren. Denkt 
man sich zur Ableitung der bekannten bei der Umkehrung anzu- 
wendenden Htilfsformel unter x und y gewöhnliche rechtwinklige 
Coordinaten, unter S(x,y) eine beliebige continuirliche Function 
von x und y, so kann man den Werth von 

y)dxdy, 

wo über alle x und y integrirt werden soll, die in dem recht- 
winkligen und gleichschenkligen Dreieck liegen, dessen drei Eck- 
punkte x = 0, y = 0; x = a, # = 0; x = a, y = a sind, sowohl 
durch die erste als durch die zweite der beiden Formeln 

dxj 0(x,y)dy, I dyl G(x,y)dx 
II o *o y 

ausdrücken. Indem man statt der linken Seite der so gewonne- 
nen Gleichung die rechte setzt, transtbrmirt man den ersten Theil 
von 2nT n) durch das umgekehrte Verfahren den zweiten Theil dieser 
Grösse; macht man dann zur Abkürzung 

jjss fp f n F(t])smt]dt] . tp fi> F(i;)sini/dtf 
JT(qp) = cos f / w +sinf / v ==, 

i P r 2(cosy — cosij) y 2 (cos 17 — cos9>) 

so erhält man die Gleichung 

. 2it + l 

(«)... T n = -J JI( V ) —*p. 

8in f 

Die Function II(fp) wird nicht unendlich, so dass sich leicht 
die Grenze bestimmen lässt, der T H mit wachsendem n zustrebt. 
Aus dem Satze über die Entwickelbarkeit einer Function J7('f) 
von fp = 0 bis fp = n nach Cosinus der Vielfachen von fp folgt 
nämlich (m. vergl. die Bemerkungen über trigonometrische Reihen 
im §. 10), dass il(<jp) gleich 

i o 0 -f 6, cos <p + b t cos 2tp -f etc. 
gesetzt werden kann, wo 

2 f n 

b H = — / II (f p) cos nqtdy 

'0 

wird, dass also, wenn man für die 6 diesen Werth einsetzt, 

i 6 0 -f b t cos fp -f etc. -|- 6„ cos ng> 



1 
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mit wachsendem n der Grenze TI((p) y im speciellen Falle für <p = 0, 
dass 

mit wachsendem n der Grenze 11(0) zustrebt. Durch Substitution 
der Werthe ftlr die b folgt hieraus eudlich, mit Hülfe der oben 
angewandten Formel für die Summe 

1 -f 2 cos (f' -f- 2 cos 2(p -f etc. -f 2 cos it<p , 

dass 

. 2n-fl 
— K~<t> 



! 2 Y 



sm t 

als Grenze für n = oo den Werth 11(0) besitzt. 

Durch diesen Satz ist man im Stande, T x zu bestimmen; es 
wird nämlich gleich £/T(0) ; d. h. 

u 

Anmerk. Das obige Verfahren kann man streng genommen 
nicht als Beweis dafür gelten lassen, dass (b) dem Werthe J7(0) 
zustrebt, indem gerade aus dem letzten Satze in der Regel be- 
wiesen wird, dass eine Function von q> in eine trigonometrische 
Reihe entwickelt werden kann: man mag es also nur so auffassen, 
dass es dazu dienen soll, auf den Zusammenhang des bekannten 
Satzes über die Möglichkeit der Entwicklung in trigonometrische 
Reihen mit der Werthbestimmung de3 hier anzuwendenden In- 
tegrals (b) hinzuweisen. Selbstverständlich hat (b) für n = oc 
auch noch den AVerth 11(0), wenn TI(q>) nicht unsere Function, 
sondern irgend eine andere endlich bleibende bezeichnet. Wegen 
der spateren Untersuchungen wird noch hinzugefügt, dass der 
Satz richtig bleibt, wenn JI an irgend welchen Stellen 
zwischen 0 und n zwar unendlich wird, aber so dass 

j**Il(y) dg> endlich und continuirlich bleibt, so lange 

u 

(p^n. In der That, es sei rp = y eine solche kritische Stelle; 
sind ferner s und £ sehr kleine positive Grössen, so zerlege man 
das Integral (6) iu drei Theile, den ersten von 0 bis y — e, den 
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zweiten von tp — e bis y+?> den dritten von y+C 1>» 8 *• ^ er 
erste ist (s. u.) genau 11(0) für n = oo, der dritte genau 0, der zweite 
wird, wegen unsorer Annahme mit * und £ zu Null eonvergiren. 

Was über den ersten und dritten Theil gesagt ist, beweist man 
auf folgende Art: Setzt man eine Function f(ff) statt TI(<p) in (6), 
so entsteht /"(0); nun sei f((p) von (p = 0 bis tp = y— t gleich JI(qp), 
von da an 0, so 



. 2»+l 
sm q> 

V f /7(9) ~ ety = IT(0), (» = oo)_ 

sinf 



i rv 

nj 



Würde man aber f(tp) von (f = 0 bis <f = y + f gleich 0, von da 
an bis *i gleich i7(«p) setzen, so entsteht 

. 2w + l 

*y n w — * — ^=/»(o)=o, 

V »-C sin y 

§. 100. Es bleibt noch f/» aufzusuchen. Wie oben angegeben 
wurde benutzt man für P n jetzt die Formel (8), und erhält dann 
durch Umkehrung der Ordnung im Integriren 
2 f n 

U„ = Ö(y)(8in<jp-f-28in2y4-etc. + »sinyj^)rf^, 

y ) 2 (cos ff —cos i?) ) 2 (cos?;— cosy) 

Es ist ®('/>) eine endliche Function von «/>, da es offenbar 
endlich bleibt, so lange F(>;), also so lange f(0, \p) nicht unendlich 
wird: aber im Anfang des §.98 wurde sogleich angenommen, dass 
f eine endliche Function sei. Ferner ist Q auch continuir- 
lich nach (p: für dio früher betrachtete Function iT(y) brauchte 
das Entsprechende nicht nachgewiesen zu werden, während hier 
der Differentialquotient &((p) statt JI in einem Integrale wie (6) 
des vorigen Paragraphen erscheinen wird, und deshalb der Nach- 
weis erforderlich ist. Man vergl. die obige Anmerkung. 

3{<p) bleibt continuirlich, wenn jeder der beiden Theile, welche 
diese Function ausmachen, also gewiss wenn jedes der beiden darin 
vorkommenden Integrale dieselbe Eigenschaft besitzt. Für eines 
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derselben soll hier der Beweis geführt werden; wir wählen dazn 
das letztere, und haben also zu zeigen, dass mit abnehmenden * 

/•<f+ £ F(tj)&h\tjdtj f * F(fj) sin ydt] 

J ^2 (cos i) — cos [tp + * ) ) ^2 (cos 17 — cos qp) 

zu Null convcrgirt. Das erste Integral zerlege man in eines von 
0 bis (p, welches sich mit dem zu subtrahirenden in eines von 0 
bis <p vereinigt, und in 

F(?j)siu ydtj t 

v }/2(co8f7 — cos(<p+f)j ' 
bezeichnet G den grössten Werth von innerhalb der Inte- 

grationsgrenzen, so ist das letztere Integral 

< G . [j/2 (cos j? - cos ((/> -f *))]J +e 



2cy r 8iu |. 8in ( 9) _|.i.), 



verschwindet also für t = 0. Es bleibt noch das von 0 bis <p zu 
nehmende Integral, welches mit negativem Vorzeichen 

• { f x j'2(eos»/ — cosy) y2(cosiy — cos((p-\- f))' 

ist. Wiederum sei G der grüsste Werth von F(rj) in den Grenzen 
der Integration; der Factor von F(y) unter dem Integrale bleibt 
immer positiv, da cosiy — cosy < cos>j — cos(ff -f-*)> so dass das 
Integral kleiner wird als der Zahlwerth von 

G.[\ / 2(co^tj — cos q>) — i% (cos r\— cos (ip + «))]% 
oder was dasselbe ist, kleiner als der Zahlwerth von 

Das Integral verschwindet daher mit 

Auf ähnliche Art beweist man die Continuität des zweiten In- 
tegrales in Ö, also die von O selbst. 

Ehe man die weitere Untersuchung von U selbst beginnt, ist 
es zweckmässig, um spätere Unterbrechungen zu vermeiden, die 
drei Werth c 

GW, G(n), 0*(O) 
aufzusuchen; die beiden ersten Ausdrucke verschwinden, wie man 
sogleich steht Bezeichnet man für den Augenblick die beiden in 
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ß vorkommenden Integrale mit r und * so wird 

ext v r cp s . q> . w dr <p ds 

& Vf) = — — cos — —■ sin -~ Bin ~ ~: COS ~ —z f 

vx/ 2 2 2 2 2 2 d«f 

also da * für tp == 0 verschwindet, &(0) gleich 

wenn ~ für y = 0 endlich bleibt. Es ist nun ^ für y = 0 gleich 



LT 



*f )/2(cos»; — cosqp) ' 

bezeichnet^ einen Mittelwerth von F(tj) zwischen rj = 0 bis y = g>, 
so ist dieser Ausdruck 

M s, «tt 

= ~ [y 7 2 (cos i? - cos y = 2M —— , (<p = 0) 

also gleich F(+0). Auf ähnliche Art ergiebt sich dass ^— für q> = 0 

endlich bleibt; sein genauer Werth ist nicht erforderlich. Man er- 
hält also 

G'(ö) = F(+0)-^V(,;)cos|-Ji7. 

Wir gehen jetzt auf den Werth U m zurück, der sich nach In- 
tegration durch Theile, welche vermöge der Continuität von 0(qp) 
gestattet ist, in 

2n+l 



-4/ 



d 



. 2w+1 

O) dtp 

8in f 



verwandelt, so dass 

ü m = Ö'(O) 

oder S» = T. -f l/«, gleich F(-fO) wird. Es ist hierdurch das am 
Anfange des §. 99 angegebene Resultat bewiesen, dass nämlich die 
Reihe welche durch die linke Seite von (64) dargestellt wird, für 
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0 = 0 wenigstens, convergirt und 

0 

als Summe giebt. Sie liefert also für 0 = 0 im Allgemeinen nicht 
den Werth der rechten Seite von (G4), der /"(0, t//) sein würde, 
sondern den sogenannten mittleren Werth von f(6 f ifj) f der mit 
f(0, v) übereinstimmt, wenn /"(0, rp) von t// unabhängig ist. Unter 
mittlerem Werthe irgend einer Function (0 < V < 2w )> ver " 

steht man nämlich das von \ff unabhängige Glied bei der Entwicke- 
lung von in eine Reihe, welche nach Sinus und Cosinus der 

Vielfachen von ifj fortschreitet, oder was dasselbe ist —J %i}p)d>ty> 

o 

/Oft \ 

oder endlich das arithmetische Mittel der Ordinaten #(0), %( — ), 

(£f)> etc. *(3#f) für n=oo. 

§. 101. Ohne weitere Rechnung gelangt man mit Hülfe einer 
geometrischen Construction zum Resultate im allgemeinen 
Falle. Man denke sich auf einer festen Kugelfläche mit dem 
Radius 1 einen festen Punkt A> und durch diesen einen gleichfalls 
festen aber nur nach einer Richtung von Ä aus verlängerten Bogen 
eines Hauptkreises AB gelegt. Dieses Coordinaten- System bestimmt 
jeden Punkt S der Kugclfläche durch den Bogen AS eines Haupt- 
kreises (^n), den man gleich 0 i setze, und den Winkel BAS = yj u 
der zwischen 0 und 2n gezählt wird. Man weiss, dass das Element 
der Kugelfläche rinddOdtp ist, während 

u 

der mittlere Werth der Function f(0 lf ty t ) aus allen ihren Werthen 
wird, die sie auf einem Parallelkreise mit dem sphärischen Radius 0 if 
von A aus gerechnet, annimmt. Wird f für 0, = 0 von y t unab- 
hängig, so würde 

der Werth von f{O ii ^p i ) im Punkte A selbst sein, während (6) im 

Heine, Handbuch d. Kugelfunctioneii. 
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Allgemeinen das arithmetische Mittel aus allen Werthen von f(i, y,) 
für einen unendlich kleinen sphärischen Radius t vorstellt. 

Man vergleiche nun die Function X in §. 98 im allgemeinen 
Falle und im besonderen 0 = 0. Beide Ausdrucke sind Integrale 
oder Summen von Gliedern; jeder von ihnen enthält das Element 
sin 0, dO i d\it x aller Punkte S der Oberfläche, ausserdem den Factor 
Vi) den man 8 » cn a k Dichtigkeit im Punkte 0 t9 \p t oder S 
vorstellen kann: es kommt nun noch ein Ausdruck hinzu, der im 
zweiten Falle Function der sphärischen Entfernung Sil des Punktes 
S vom Anfangspunkte ist, im ersten Falle dieselbe Function der 
sphärischen Entfernung SC von einem Punkte C, dessen Coordina- 
ten 0, \p sind. Ferner beachte man, dass bei der Integration die 
Gestalt der Elemente vollkommen gleichgültig ist, in welche man 
die Kugel theilt; heisst also das einem Punkte S angehörige Ele- 
ment du, so sagt unser in den beiden vorigen Paragraphen be- 

2n I i 

wiesener Satz: Die Reihe, deren n te$ Glied gleich ist ^ mal 

einem gewissen Integrale über die ganze Oberfläche der Kugel, 
dessen Element besteht aus 1) dem Elemente der Kugel du im 
Punkte S multiplicirt mit dem Werthe einer gegebenen Function, 
einer Dichtigkeit, im Punkte S; 2) einer Function F der sphäri- 
schen Entfernung des Punktes S von einem festen Punkte A; — 
diese Reihe ist convergent, und hat als Summe die mittlere Dich- 
tigkeit im Punkte A, das Mittel für alle Punkte genommen, welche 
auf einem mit dem unendlich kleinen sphärischen Radius * von A 
aus beschriebenen Kreise liegen. Da bei dieser Art, das bewiesene 
Resultat auszusprechen, die ursprüngliche Eigenschaft des Punktes A, 
dass er Anfangspunkt des Systems ist, nicht mehr zum Vorschein 
kommt, so kann man den Punkt A durch C ersetzen, und findet 
so, dass die linke Seite von (64) auch im allgemeinen Falle eine 
convergente Reihe bildet, und dass ihre Summe der mittlere Werth 
der Dichtigkeit in C, oder der Function f(0 l , % ) für 6 = 0, , V = Vi 
wird, wenn nämlich das Mittel aus allen Werthen genommen wird, 
die diese Function für die Punkte eines mit dem unendlich kleinen 
sphärischen Radius t um 0, ^ beschriebenen Kreises erhält. 
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Bleibt f(d t \p) für alle unendlich kleinen Veränderungen von 6 
und V continuirlich , so wird die Summe auf der linken Seite von 
(64) daher genau f(0,y). 

§. 102. Die Methode, welche die Verallgemeinerung im §. 101 
verschaffte, ist von hoher Wichtigkeit bei der Betrachtung von Rei- 
hen, in denen die Function P"(cosy) auftritt. Dirichlet hat sie 
später wieder aufgenommen, um die verschiedenen Fälle zu unter- 
suchen, welche vorkommen können, wenn aus dem für die Ober- 
fläche der Kugel gegebenen Potentiale nach den Prinzipien von 
Gauss und Green eine entsprechende Vertheilung von Masse auf 
der Kugelfläche aufgesucht werden soll*). 

Wir verlassen den Gegenstand mit einer Anwendung auf den 
Fall, in dem f{0, tft) von \p unabhängig ist, sich also auf eine Func- 
tion f{0) von 0 allein reducirt. In diesem Falle wird 

ü u 

= fißt ) F (cos 0) 1* (cos 0 i ) ; 
also giebt dann (64) das für Functionen einer Veränderlichen f(0) 
geltende Resultat 

f(0) = "i" ?!L±i P"(cos0) f n f(d)r(cosO)dd, 

0 

auf welches bereits im §. 13 hingewiesen wurde. Setzt man nämlich 

A n = ^±1 f n f(0)r(co*6)d0, 
Ii 

wo nun A m eine von 0 unabhängige Constante bezeichnet, so sagt 
die vorstehende Formel, dass die zwischen 0 = 0 und 6 = n end- 
lich bleibende Function f(0) in eine Reihe 



2 A H r(cosO) 

entwickelt werden kann, die nach Kugelfunctionen der einen Ver- 
änderlichen 0 fortscheitet, und giebt zugleich den Ausdruck der 
bei der Entwickelung vorkommenden Constanten, wie er §. 15 ge- 
funden worden war. 

*) Ueber einen neuen Ausdruck zur Bestimmung der Dichtigkeit einer un- 
endlich dünnen Kugelschale, wenn der Werth des Potentials derselben in jedem 
Punkte ihrer Oberfläche gegeben ist. Geles. in der Akad. d. Wiss. am 23. Not. 1850. 

18* 
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Zugleich lehrt aber die soeben vollendete Untersuchung, wel- 
chen Werth die Reibe 

(cos 0) 

vorstellt, wenn an irgend einer Stelle f(0) einen endlichen Sprung 
macht: sie ist dann das arithmetische Mittel von f{ß+0) und f\ß— 0), 
wenn, wie früher, diese Zeichen auch hier die beiden zu dem be- 
treffenden 0 gehörenden Werthe der Function f(0) vorstellen. 

Im allgemeinen Falle, wenn die entwickelte Function f(0,y) 
beide Argumente 0 und \p enthält, hat man den Ausdruck 

wo X n durch p. 265, d gegeben ist. Man sieht leicht ein, daas 
dieser Ausdruck (d) in der That die Form von p. 263, 6 hat Setzt 
man nämlich in (d) für P n (cosy) seinen Werth (49, a) auf p. 175, d. h. 



2 ( - 1 f al K (cos 0) K (cos 0, ) cos m (<(, - ^ ), 

m—U 

so entsteht auf der Stelle 

(65) ... X n = "Fi* (cos 0) [<£ cos myj + kl sin mvj], 

m—U 

wenn die Constanten c und k durch die Formeln gegeben werden : 
(-l) m d = ?5±i al f n dd^\xid,K{co^d l )f 2,l f{d { , ^)cosm^#, , 

9*t 4-1 r n /* i7r 

(-1)"*: = <£, J dO^KicosO,)/ /•(<>,, ^sinmy, <*«//,. 

II u 

Sind die einzelnen Grössen X* für alle 0 und \p gegeben, 
so kennt man die entwickelte Function f(0,VO» es w* leicht ein- 
zusehen, dass man die X", und daher f(O f yi) f für alle 0 und %p 
finden kann, wenn sie für einen Werth von 0 und alle \ft, oder 
fUr alle 0 und zwei Werthe von i// gegeben sind. 
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I. Mechanische Quadratur. 



§. 1. Bezeichnet f(x) eine zwischen x = — 1 und x = + 1 
beliebig gegebene einwerthige und continuirllche Function von x, 
so lässt sich nach Lagrang e's Formel eine ganze Function <p(x) 
immer so bilden, dass sie für n Wcrthe von x, welche ganz will- 
kürlich gewählt und durch a u a t , etc. a n bezeichnet werden, mit 
f(x) tibereinstimmt. Setzt man 

(1) ... tp(x) = (x^-a l )(x — a t ) etc. (x — a n ), 

(1,ä) ... <p(x) = 

so ist nämlich (p(x) eine solche Function. Denn die durch (1, a) 
gegebene Function ist offenbar ganz und vom (n — l) tcn oder einem 
niedrigeren Grade; sie verwandelt sich ferner für x = a lf a % , etc. a n 
in f(a t ), f(a t ) etc. /"(«»). Es soll nun gezeigt werden, dass keine 
andere ganze Function &(x) existirt, welche für dieselben n Werthe 
X = a lf a t) etc. a n mit f(x) übereinstimmt, und zugleich von 
nicht höherem als dem (n— l) len Grade ist, so dass wenn 
überhaupt eine Function diese Bedingungen erfüllt — und <f(x), 
wie es durch (1, a) bestimmt wird, erfüllt sie — diese die einzige 
ist. Wäre nämlich auch ^(« t ) etc « gleich f(a t ) t f(a t ) etc., 

so raüsste <l>(x) — tp(x) durch x — a t etc., also durch y(x) 
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theilbar sein, was nur geschehen kann wenn <P(x) = fp(x), weil 
der Grad von \\> genau n, der von <f> und (f höchstens n — 1 ist*). 

Der Ausdruck <f(x) kann ein Näherungswerth von f(x) ge- 
nannt werden, was so zu verstehen ist, dass bei hinreichend grossem 
n, (wenn nur die a nach solchem Gesetze gewählt werden, dass 
sie sich überall auf der Abscissenachsc in dem Intervalle von — 1 
bis +1 häufen, und kein Raum von beliebig kleiner Ausdehnung £ 
bei hinlänglich grossem n bleibt, in welchen kein a fiele) f(x) — <{ {&) 
von x = — 1 bis a? = +1 beliebig klein bleibt. Es folgt dies aus 
ganz bekannten Prinzipien, indem fix) nach der Annahme, ff(x) 
als ganze Function continuirlich bleibt. Stellt man f und fp auf 
gewöhnliche Art geometrisch als Curven dar, so muss auch die 
Fläche des zwischen f und (f liegenden Stückes mit wachsendem n 
beliebig klein werden, so dass, wenn man 

J f(x) dx — f g)(x)dx = D 
-i -i 

setzt, D mit hinlänglich wachsendem n beliebig werpg sich von Null 



*) Im 53 ,en Bande des Horchard fachen Journals theilt Thebychev 

S. 286 eine, nach der Angabc im Journal, am ^ ctober 1354 i„ der Petersburger 

1. November 

Akademie gelesene Note mit, welche eine höchst interessante, übrigens aus ein- 
fachen Sätzen über Kettenbrüche leicht zu v erif icirende , noch von Niemandem 
früher bemerkte Transformation einer solchen Function <f> enthält. Denkt man 

sich nämlich ^—f— in einen Kettenbruch entwickelt, bezeichnet fer- 

ner durch N l9 N } , etc. die Nenner der Näherungsbrüche dieses Kettenbruchs, durch 

A lt A Jt etc. die Coefficicntcn von x in </,, </, , etc., so wird 

<p (x) = A™2 n f(« m ) -A,K l (x) Ü"^ {« m ) f («„) +A i N i {x) m 2*N i (««) f (cr m ) - etc. 

Folgen die « — fährt Thebychev fort — sich in unendlich kleinen Zwischen- 

x-\- 1 

räumen, so wird der Kettenbruch bis auf unwesentliche Unterschiede log 7 

x — 1 

geben, während die N sich in die /' verwandeln; <f(x) stimmt dann von «ss — 1 
bis x=-f-l mit f(x) übercin, und man erhält dio Entwicklung von f(x) nach 
Kugelfunctionen. Seitdem wurde im Liou ville'schen Journale, Deuxicine Serie, 
T. III, pag. 289 eine grössere Arbeit von demselben Verfasser über diesen Gegen- 
stand: Sur les fractions continue* pnr M. Tchebichef, traduit~ du Russe par 
M. I. J. Bienayme", presente 1c !2. Janvier 1855 a l'Acadeinie imperiale des 
sciences de 8aint-Pe'tcrsbouig veiöfl'cntlicht, dem endlich auch Rouche' eine 
eigene Abhandelung im Cah. 37 des Polytechnischen Journals gewidmet hat. 
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rp{x)dx ein Näherungswerth des gesuch- 

-i 

f(x)dx ist. 

Drei Dinge fassen wir in's Auge, von denen die Grösse D 
oder die Annäherung abhängt, die man erreicht, wenn man statt 
des gesuchten Integrales, welcJjeB f enthält, dasjenige nimmt, in 
welchem f durch tp ersetzt wird. Es wird der Grad der An- 
näherung durch Wahl von n bedingt, d. h durch die An- 
zahl der Abscissen x = a , für welche man Ordinaten f(x) berech- 
net, um <p(x) zu bilden: wir sagen kürzer, man interpolirt aus 
n Wertben. Zweitens hängt er von f selbst ab: ist z. B. f 
eine Function vom höchstens (n — l) lt,n Grade, so wird /"genau gleich 
(p wenn man aus n Wcrthen interpolirt und D ist genau Null, so 
dass durch Interpolation aus mehr als n Werthen eine grössere 
Näherung nicht erreicht wird. Ein dritter Umstand, der aber erst 
in den späteren Paragraphen sorgfältiger betrachtet werden soll, 
von welchem der Werth D abhängt, ist die Wahl der Abscis- 
sen er. Man übersieht, dass je nachdem eine Ourve (»— l)" n Grades tp 
durch diese oder jene n Punkte von f gelegt wird , ganz verschie- 
dene Werthe von D entstehen können; die zweckmäßigste Wahl 
der Abscissen wird also von der Natur von f abhängen. Ob man 
f genau kennen muss, um zu bestimmen, welche Abscissen am 
zweckmässigsten gewählt werden, oder ob es z. B. schon genügt 
zu wissen, dass f in eine schnell convergirende Potenzreibe ent- 
wickelbar ist, wird sich später zeigen; das Prinzip ist aber 
festzuhalten, dass nur solche Methoden brauchbar 
sind, bei welchen die Wahl der a nicht von der beson- 
deren Natur von f abhängt. Bestimmt man nämlich ein für 
alle Mal welche a man für jedes n wählen will, so kann man eine 
Reihe numerischer Werthe im Voraus berechnen und in Tafeln brin- 
gen und dadurch, wie sich sogleich zeigen wird, die Rechnung we- 
sentlich abkürzen. 

Bildet man mit Hülfe von (\,a) den Näherungswerth für das 
gesuchte Integral, und setzt 
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so wird derselbe 

(2) . . . f^tydx = AJ(a t )+AJ(a t )+ etc. +A n f(e n ). 

Setzt man fest, welche Abscissen a für jedes n gewählt werden 



sollen, so ist für jedes n auch tlt(x) und ebenso von vorn 



herein bestimmt; als ganze Function von x kann dieser Ausdruck 
zwischen beliebigen Grenzen, z. B. —1 und + 1 genau integrirt, 
also A m im Voraus berechnet werden. Ist dieses geschehen, so 

wird die Interpolation des Integrals J**f(x)äx aus n Abscissen 

nach (2) nur n Multiplicationen bekannter Werthe A mit zu be- 
rechnenden f(a) und ebenso viele Additionen erfordern. 

Dies ist die Methode, durch welche, nach Angabe von Gauss*) 
Cotesius in der „Hannonia mensurarum*, mit Benutzung der Vor 
arbeiten von Newton, die bestimmten Integrale angenähert findet. 
Cotesius wählt die Abscissen so, dass für ein jedes n die Grössen 

« t , etc. a m in arithmetischer Reihe fortschreiten, und giebt in 
einer Tafel, die in der vorerwähnten Arbeit von Gauss über mecha- 
nische Quadraturen abgedruckt ist, die Werthe der A von u = 2 
bis fi sss 11. In dem letzten Falle z. B. sind die Abscissen a gleich 

— 1,0; —0,8; —0,6; etc. +0,6; +0,8; +1,0. 
Man kann übrigens leicht zeigen, dass bei solcher Wahl der a für 
ein gerades n die A paarweise gleich sind, für ein ungerades mit 
Ausnahme von A n + X , dem mittleren Gliede. In der That zeigt 



leicht dass A { = A Hf etc. allgemein dass A m = i4 w+ i_» ist. Berück- 

2 

sichtigt man nämlich, dass er, = — 1, a t = — H r, etc., dass 

■ 

. _ tti — 1 

yt(x) = (x — <*,)(* — ct n )(x — «,)(x — a Ä _i) etc., 



*) Methodus nova integralium yalores per approximationem inreniendi. 
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* 

so wird gefunden 

y(a>) == (»—«^(ap + a.X*— •,)(*+«,) «lc., 
■wo das Product für ein ungerades n mit dem Factor x schliesst, 
der keinen zugehörigen besitzt. Dadurch entsteht 

*(•) = (-!)>(-*), 
also wenn man nach x differentiirt und dann x «= setzt 

*'(«-) - (-»)" + V(«-+i-), 

- ( ÄV 1 ^ *• 

Wird statt a; als Veränderliche eingeführt, so verwandelt sich 
die rechte Seite in A m . 

Anmerk. Was oben über die Tafel von Cotesius gesagt 
wurde ist nicht ganz genau, indem dieser Autor sie für den Fall 
gegeben hat, dass man Integrale zwischen den Grenzen 0 und 1 
berechnet, also die a in arithmetischer Reihe von 0 bis 1 zunehmen 
lässt. Es bedarf zur Reduction der gegebenen Tafel auf die für 
unsere Darstellung anzuwendende nur einer unbedeutenden Rech- 
nung. Um im Folgenden die in der Theorie entwickelten Formeln 
unmittelbar gebrauchen zu können haben wir uns die erwähnte 
Veränderung erlaubt. 

§. 2. Der Grad der Näherung bei dieser Methode, wenn man 
die a wieder allgemein nimmt, lässt Bich berechnen, so oft man 

J f{x)dx genau angeben kann: interpolirt man aus n Werthen, 

so wird er offenbar durch 

(3) . . . D = f V f(x)dx - m 2A m f{a m ) 

ausgedrückt War f(x) vom höchstens (»— 1)*" Grade, so ist wie 
man schon weiss, der Fehler D = 0, und zwar bei willkürlich ge- 
wählten <*, weil dann <p(x) = f(x)\ der Fortschritt, welchen 
man Gauss in der oben erwähnten Arbeit verdankt, be- 
steht darin, dass er gezeigt hat, wie durch angemessene Wahl der a 
unabhängig von der besonderen Natur von f(x), noch der Fehler 
verschwindet, wenn f(x) auf den (2#i — 1)'«" Grad steigt. Geome- 
trisch betrachtet hat also Gauss nachgewiesen: Bestimmt man n Ab- 
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scissen a von — 1 bis +1 auf gewisse Art, und wählt beliebige 
n Punkte mit diesen Abscissen, legt dann eine beliebige Curve höch- 
stens vom (2*— l) ,en Grade f(x) durch diese n festen Punkte, so 
bleibt für jedes andere f(x) der Flächenraum derselbe, welcher durch 
die Curve, die Abscissen achse, und die beiden Ordinaten in den 
Punkten deren x gleich —1 und gleich 1 ist, begrenzt wird. 

Der Bequemlichkeit halber bezeichne man den Fehler, welchen 
man bei einem bestimmten n und festgehaltenen a begeht, wenn 
f(x) die Function ist, deren Integral man berechnen will, also das 
D der Formel (3), vollständiger durch Df(x), so dass wenn F(x) 
eine andere Function, c eine Constante bezeichnet 

D(f(x) + F(x)) = D(fx)+DF(x) 
D(cf(x)) = cDf(x) 
wird. Stellt f(x) eine ganze Function oder eine Reihe vor, so wird 
sich Df(x) aus Grössen Dx° zusammensetzen lassen. In der That, 
ist f(x) in eine von # = — 1 bisa: = +l convergente Reihe ent- 
wickelt 

f(x) = b 0 -t-b t x-\ b t x % -\- etc., 

so wird 

Df(x) = b'Dl+biDx+btDx'+etc., 
und verwandelt sich, da Dx p bei den gewöhnlichen Methoden ver- 
schwindet wenn p<», bei der Gaussischen noch wenn p < 2«, 
bei den gewöhnlichen Methoden in 

Df(x) = b H Dx»+ b mH Dx*+ l + etc. 
bei der Gaussischen in 

(4) Df(x) = h.Dx^+h.+tDxW+etc, 
hängt also in (4) nur von entfernteren b als in der vorhergehenden 
Gleichung, nämlich von 62», b U i ly etc. ab. Da die Reihe conver- 
girte, so werden die b um so kleiner, je weiter man sich vom An- 
fange der Reihe entfernt, und bei hinlänglich grossem n wird 
bin f *2n+i> e * c * heliebig klein. Im Allgemeinen, kann man also 
sagen, muss bei der Gaussischen Methode der Fehler geringer 
sein als bei anderen, in welchen die Abscissen « beliebig gewählt 
wurden, er also schon von 6», etc. abhängt. Man darf aber 

nicht ausser Acht lassen, dass die Grössen D in der unteren Glei- 
chung (4) andere sind als in der oberen, weil sie sich auf andere a 
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beziehen, dass also oben Dx p kleiner sein kann als dasselbe Glied 
unten: es wäre möglich, dass oben die Art, auf welche die et ge- 
wählt wurden, solche D schafft, welche gerade eine besondere Be- 
ziehung zu den 6 haben, und dass sie die Summe der Reihe be- 
sonders klein macht. Wir wollen uns deslialb über die Näherung, 
welche durcli die Gaussische Methode erreicht wird bestimmter 
ausdrücken, indem wir sagen: Durch Interpolation aus » Wer- 

then wirdj^ f(x)dx genau vermittelst (3) ausgedrückt, 

wenn f(x) vom höchstens (2« — l) ,en Grade ist; ist f(x) in 
eine convergente Reihe entwickelt, so gehen in den 
Fehler nur 62«, ka+i, etc. ein. Welchen Einfluss diese einzel- 
nen (abnehmenden) Grössen haben, wird unten gezeigt werden. 
Bei der Methode von Cotesius wird das Resultat bei einer Inter- 
polation aus n Werthen ein solches sein, welches man aus dem 
eben angegebenen abliest, wenn man überall 2» mit n vertauscht. 

§. 3. Die erste Aufgabe, welche zu lösen ist, besteht in 
der gehörigen Bestimmung der er, die nach §. 2 so auszuwählen 
sind, dass Df(x) verschwindet, welche Function (2n— l) ,en Grades 
auch f(x) sei. 

So lange f(x) nicht den n ,eD Grad erreicht, wird olfenbar (p(x) 

nach (l,a) berechnet gleich f(x). Diese, schon §.2 angewandte 

Gleichheit, folgt unmittelbar daraus, dass sonst f(x) und (p(x) zwei 

verschiedene Functionen vom höchstens (n—l) ,en Grade wären, die 

für n Werthe von x übereinstimmen, was (§. 1) unmöglich ist. Ist 

*herf(x) von höherem als dem (n — l) ,en Grade, so muss f(x) — g> (x), 

da es für x == <*, , a t , etc. verschwindet, immer vorausgesetzt dass 

die et verschieden sind, durch \p(x) theilbar sein: der Quotient 

' ' : m-q>(x) 

rff(x) 

ist eine ganze Function vom höchstens (n— l) 1 «" Grade, wenn f(x) 
den (2it— \)*«* nicht überschreitet. Jede solche Function f(x) hat 
also die Form 

f(x) = q>(x)+ ip(x)(a 9 + a l xi-etc.+a n - ix"- 1 ); 
giebt man den Constanten a alle möglichen Werthe, so hat man 
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alle möglichen f(x) vom höchsten 8 (2fi—l) ,# " Grade, die sich für 
* = a s , etc. in feste Grössen f(a t ), f(a t ) etc. verwandeln. 
Es wird also 

Df(x) =f v(x)(a, + a i x + etc. + a- l x»-*)dx, 

und toll dieser Ausdruck für alle möglichen f 9 also für alle a 0 , a lf etc. 
verschwinden, so rauss xff(x) so beschaffen sein, dass 

j* x m \p(x)dx = 0 

—i 

von m = 0, bis ü=s- 1; und umgekehrt. Ein solches y(x) war 
bereits im f. 63, p. 163 — 166 gefunden, nSmlich 

V(x) = J>;(*); 

f*(x) = 0 hat auch » verschiedene reelle Wurzeln a zwischen — 1 
und +1, so dass man folgendes Resultat erhält: 

Sind a t , etc. a m die Wurzeln der Gleichung i*"(j;)=0, 
und setzt man 

if>(x) = r 0 (x) f 

V' (*—*-.) 

so wird 

Df(x) =f l f(x)dx-£A m f(a») 
-i — 1 

verschwinden, so oft f(x) den 2n ,en Grad nicht erreicht. 

Hiermit ist die Aufgabe dieses Paragraphen gelöst; man kann 
noch hinzufügen, dass die A hier dieselbe Eigenschaft wie bei der 
Methode von Cotesius haben, dass nämlich A t =A mf A % =A+-n i etc. 
wenn die Wurzeln a der Grösse nach von —1 bis +1 geordnet 
sind. Der Beweis hierfür stimmt mit dem früheren im §. 1 überein; 
es ist nämlich <*, = — a n , a t = — etc., so dass bei geradem 
n die Wurzeln paarweise gleich und entgegengesetzt sind, während 
bei ungeradem n eine Wurzel 0 allein steht. Es wird also 

aber tfi (*) = folglich A m =* 4.+ 
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§. 4. Wir gehen jetzt zur zweiten Aufgabe, der Be- 
rechnung des Fehlers Uber, den man begeht, wenn man bei 
dieser Wahl von \jf{x) y während f(x) nicht mehr vom höch- 
stens (2n— l) ten Grade, sondern eine durch die Reihe 

f(x) = 6 0 -f 6, a; + 6, x*+ etc. 
gegebene Function ist, 

f(x)äx 



gleich setzt 



Die a und A bezeichnen hier dasselbe, was sie im §.3 vorstellen. 
Indem man hierzu (4) benutzt, hat mau Dar° zu untersuchen, wenn 
p > 2n — 1 ; - ist p < 2» so wird Dar 0 — 0. 

Macht man in (3) f(x) = x p t so ist genau 



j 



1 2 
f(x) dx = 



in p eine gerade Zahl, gleich 0 wenn p eine ungerade Zahl 
bezeichnet. Der Fehler entsteht, indem statt dieser Werthe 

m—m 

gesetzt wird; für ein ungerades p ist aber diese Grösse Null, weil 
die Glieder bis auf ein für ungerade n vorhandenes mittleres, wel- 
ches aber mit 0 P oder 0 multipKcirt ist und deshalb fortfallt, gleich 
und entgegengesetzt sind. Man hat also 

(5) . . . Di*** 1 ) = 0, 



(5,a)... j^^-jfj^ar, 

(5, b) ... Df(x) = lh n Dx" 1 " -f 02 #+2 0* ? "+ 2 + b 2 n+* Dx* n +* -f etc. 

Den Ausdruck für die Fehler Dx*p kann man in einer eleganten 
Formel vereinigen, indem man (5, a) mit z" 2 ?— 1 multiplicirt, wenn 
* eine hinlänglich grosse aber sonst willkürliche Grösse bedeutet, 
und von 0 bis oo nach j> summirt. Dadurch entsteht 

i 

'S'z-'P-iDx'r = log^ti ~ £>(*); 

/>=() z — l 
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wenn 

1 ' .=1 S -«i 

Z "\~ 1 _ 

gesetzt wird; die rechte Seite log- — - — ist dann, wie man 

sich auszudrücken pflegt, die erzeugende Function der Felder, in 
so fern der Factor von z~ 7 P- 1 bei ihrer Entwickelung nach ab- 
steigenden z genau Dx* p giebt. Diese Function gestattet noch 
weitere Umformungen, die sie unmittelbar mit den Q in Verbindung 
bringen. Betrachtet man dazu A wie es p. 286 gegeben ist näher, 
so lässt sich das darin vorkommende Integral 



J er. 



—1 

mit y(a) vertauschen, wenn man 



dx 

x — z 

-i 

setzt; denn für z~a verschwindet J^(*). Es ist aber 9 (s) eine 
ganze Function (* — l) 1 *» Grades von *, lässt sich also durch die 
Lagrang. e 1 sehe Formel ( I , a) folgendermassen darstellen : 



rn = n 

X 1 



Hier bezeichnet P f (a m ) den Differentialquotienten von PJI(*) nach * 
für z = a m . Berücksichtigt man das oben über tj(a) Gesagte, und 
dass P\a m ) = y>(a m ) ist, so findet man 



Da aber die n Grössen — «« mit den ebenso vielen a m überein- 
stimmen, so wird auch 

also tj(z) die halbe Summe beider rechten Seiten, d. h. 

Auf diese Art ist ein neuer Ausdruck für entstanden, nämlich 

*<») 
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aber läsat eich in 

also nach (24) auf p. 8G, in 

^/ v i « + 1 o 1.2...» 

£)(* = log— 7 — 2— — — rr—- 1 

verwandeln. Hierdurch hat man eine neue Gestalt fUr die 
erzeugende Function der Fehler, nämlich 

(6) ... 2 l| gW a=8 gW > 
die man übrigens noch vermittelst der Gleichung (a) des §. 64 in 

5+ 1 

eine andere verwandeln kann, welche statt Q* den log^— j und. 

Z„, den dort vorkommenden Zähler eines Kettenbruchs enthält: mit 
diesen Ausdrücken, welche uns dem Ziele nicht näher führen, be- 
schäftigen wir uns hier jedoch nicht weiter. 
Es kommt darauf an, (0) oder wenn man 

— 2 ( 1.2.. .n y , 

(7) C -~2 W +lVi.3...(2n-l)/ 

setzt, 

<*•>••• <— ^s? — — 

in eine nach z absteigende Reihe zu entwickeln; der Anfang der- 
selben ist 

Die Coefficienten der verschiedenen Potenzen z^p— 1 dieser erzeu- 
genden Function geben unmittelbar die Fehler Dx- p , so dass 

Ha*— c Dx™~ *( (* + *)<»+*) , 1)N 

wird, während, wie man auch schon früher wusste, die Fehler 
von niedrigeren Potenzen der Grösse x fortfallen. Hieraus erkennt 
man, dass der Coefficient b 2n in f(x) bei einigermassen grossem n 
einen sehr geringen Beitrag zu dem Fehler Df(x) liefert, näm- 

Heine, Handbuch d. Kugeifuociionea. 19 
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lieh c&2«; der von 62,1+2 ist sehon relativ grösser, indem er c6? B+ ? 
multiplicirt mit einer Grösse ist, die 1 übertrifft nämlich mit 

H 2r^i- 3" ^ £w — 1) : a ^ 80 ^ llt g cnommen kann der Beitrag von 

6 2 «+2 klein sein, wenn 6 2ll +? selbst klein ist. Die ersten Glieder 
der Entwickelung von (6, ä) wird man zur Correction benutzen 
können, wenn f(x) in einer Reihe entwickelt vorliegen sollte; Gauss 
braucht dazu das erste Glied c6; N . 

Hiermit ist, bis auf die numerischen Wcrthe der hier vorkom- 
menden Grössen, Alles mitgetheilt, was zu der wirklichen Berech- 
nung eines Integrales^ f(x)dx erforderlich ist; man sieht ferner 

leicht ein, dass ein unendlich entfernter Coefficient 6»,, etwa den 

Beitrag g ^ zum Fehler liefern wird: da nämlich alle a m kleiner 

als 1 sind, so wird, wenn Ä und a das grösste und a m be- 
zeichnen, nach (5, a) der Fehler Dx 7 f sich höchstens um 

nA<**P 

2 

von - — — unterscheiden. 
2p -f 1 

Um die A noch etwas genauer zu untersuchen, transformire 
man (6) nach den Regeln des §. 31 in 

, og i±i_ 2 T 1 



s -1 w ~ (1 z-aj 
wenn wie dort 



( M ' dx ' ^ ~ m * 



gesetzt wird. Da a m = —a n +i- m , so geht der vorige Ausdruck in 

. s-f 1 ■ 1 1 

,0 *I=^-^i(l-«i)(l^a.))' V-a* 

über, so dass bei der Entwickelung nach absteigenden z als Coef- 
ficient von z"^ 1 oder als Dx 7 p erscheint 

Dieser Ausdruck, mit (5, a) verglichen, giebt eine neue Form für 
«4*, nämlich 
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A _ o"v" 1 / 1 V 

M ~" m Zi 1-«« \P'(a n )J> 
woraus man sieht, dass A m positiv ist. Es lautete (5, o) selbst 

O m— » 

2 

hier bezeichne man zur Abkürzung die von ^ — subtrabirte Summe 

durch S p . Da jedes Glied in S p positiv und a kleiner als 1 ist, 
so muss mit wachsendem p die Summe abnehmen, aber so dass 
sie positiv bleibt und 

S/H l < a *Sp 

ist. Für p = 0 hat man Di — 0, also y^-M^ M„ = 2, und 

daher ist jedes A kleiner als 2, ja sogar für ein gerades n kleiner 
als 1, indem je zwei von ihnen gleich sind. Auch noch für p = n— 1 
muss Dx-P verschwinden, wodurch man erhält 

Nimmt man obige, a enthaltende Ungleichheit zu Hülfe, so ergiebt 
sich endlich 

2«V 



also der Fehler Dx 7n + 2 p- 2 unterscheidet sich von höch- 

stens um 0 ^ Genauer die Grenzen anzugeben war bisher 

nicht möglich; wir ziehen das hier über die Fehler Gesagte fol- 
gendermassen zusammen: 

Berechnet man ein Integral nach der Gaussischen Methode 
aus n Abscissen, so wird der Fehler aus den Coefficienten b der 
Reihe, in welche sich f(x) entwickeln lässt, durch die rechte Seite 
von (5, 6) zusammengesetzt. Die Coefficienten bis 6 2 »-i geben kei- 
nen Beitrag zum Fehler, wohl aber die folgenden, mit geradem 
Index, indem jedes Glied b p einen aliquoten Theil von b p zum Fehler 
beiträgt, und zwar ist der Beitrag immer b p mit einem echten 

Bruche multiplicirt, der sicher nicht > ^ - wird; war p sehr 

2 

gross, so ist dieser Bruch nahe - ■■ - Für p = 2w wird derselbe 

tp-fi 

19* 
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sehr klein, nämlich c, für p = 2«-f 2 schon beträchtlich grösser, 
z. B. für n = 7 schon das Drei- bis Vierfache. Dieser Umstand, 
dass die späteren Glieder, in ungünstigen Fällen, d. b. wenn die b 
langsam abnehmen, einen erheblichen Fehler einzeln und daher in 
der ganzen Summe geben können, zeigt dass die Methode vorzugs- 
weise mit Vortheil und Sicherheit anzuwenden ist, wenn die zu in- 
tegrirende Function in eine stark convergirende Reihe entwickelt 
werden kann ; man wird aus n Abscissen zweckmässig interpoliren, 
wenn die 2» ersten und noch einige der folgenden Glieder die 
Function sehr nahe darstellen. Die Cotesins'schc Methode würde 
aber dasselbe schon für n Glieder verlangen, was die Gaussische 
für 2w. 

Diese Methode zur näherungsweisen Berechnung bestimmter 
Integrale ist hier zum Thcil nach der eigenen Arbeit von Gauss, 
zum Theil nach der Abhandlung von Jacobi im ersten Bande des 
Crclle'schcn Journals dargestellt. Im 55 ,u,n Bande hat Christoffel 
diese Methode gleichfalls bearbeitet, um sie auf den Fall anzuwen- 
den, dass von den n Abscissen ans denen interpolirt wird, m fest 
gegeben sind, und nur n—m möglichst zweckmässig bestimmt wer- 
den sollen. Endlich hat Scheibner in den Berichten der Sachs. 
Gesellschaft vom 31. Mai 180G die Resultate des §. 3 auf andere Art 
abgeleitet, indem er die a durch directe Auflösung der Gleichung (5,a) 
für alle Werthe p — 0 bis p — n — 1, für welche die linken Seiten 
verschwinden, bestimmte. 

§. 5. Für alle Werthe von w = 1 bis n—1 hat Gauss die 
a m und A m in Tafeln gebracht; bei unmittelbarer Benutzung der- 
selben wird jedoch vorausgesetzt, dass nicht wie hier / f{x)dx, 

sondern dass / <p(t)dl durch Annäherung berechnet werden soll. 

Indem Gauss zuerst die Aufgabe stellt 

(a) ... f h F(z)dz 

V 

zu bestimmen, und 

(6) . . . A — h — g 
setzt, wird (a) in dj* F(g+J.t)dt verwandelt. Macht man also 
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(e) ... F(g+J.t) = <p(t), 
so ist das gesuchte Integral 

(rf) ... J* h F(z)ih = J.J*\(t)dt. 



Wir fanden nun als angenähert richtig 



f l f(x)dx = YA m f(a m ) } 



wenn die ^4» gewisse Werthc bezeichnen, und als erstes Glied der 
Correction 

26?» /1.2... it V 
"2n+l~ M.3...(2fi — \y 9 
wenn = 6 0 -|- 0,0^+ etc. gesetzt war. Macht man hier 

f(x) = 80 S^t J f(x)dx nach obiger Formel (d) in 

2^f(2x—l)dx = 2^ i (p(t)dt 

über, und es wird, wenn A und a dieselben Grössen wie oben 
bleiben, 

Nimmt man an, dass tp(t) in eine Reihe der Form 

(e) ... 9(1) = £0+^(1- D+jL^Z-ir + etc. 
entwickelt sei, so ist dies eine Entwickelung von in 

•JJ x 

f{x) = - +£« y + etc. 

so dass unser 6»,, auf die L übertragen 62» = 2-" 2 "L 2n giebt. Macht 
man noch 

(/*) • • • ~2~ = R>»> 
(9) • • • — g— = ö »> 

m--H 

wo also Ä m genau 1 ist, so findet man als Näherungswerth von 

Wt 1 

dem fp enthaltenden Integrale die Formel von Gauss 

q>(t)dt = 2 R m rp{a m ) t 

m l 
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und für das erste Glied der Correction 

{J) 2 l *{2n + l) M.3...(2w — 1)/ 

Die Grössen a berechnen sich, wie man aus (#) erkennt, leicht aus 
den a; man kann sie aber direet durch xYuflüsuug einer Gleichung 
vom n x * a Grade linden. In der That, hat ty{x) = 0 die a zu Wur- 
zeln, so sind die a die Wurzeln t von ip(2t — 1) — 0. Es waren 
aber die a Wurzeln von der gleich Null gesetzten Function 

d H (x n '-l)* 
(Ix 11 1 

also sind die a Wurzeln von 

~(<-(i-/r) = o. 

Sie sind, wie die«, nach (g) reell, ungleich und sind <1. Führt man 
die Potenzirung aus und differcntiiit »mal nach 4, lasst darauf einen 
constanten Factor fort, so werden die a alle Wurzeln der Glei- 
chung T = 0, wenn 

(») . . . T = t - T^r-' + , i w( ;~ 1)V t> i- 3 - etc. 
v ' l.(^) 1.2.(2»)(2/i — 1) 

gemacht ist. Man hat jetzt die Formeln, mit deren Hülfe (a) aus 
den Gaussischen Tafeln berechnet wird. Nachdem man (a) durch 

(6) bis (d) auf f <p(t)dt gebracht hat, berechnet man dieses durch 

(Ä), indem man die R und a aus den Tafeln nimmt. Will man 
die Correction anbringen, so ist noch Li n aus (e) erforderlich: kennt 
man dieses, so giebt das Glied der nachfolgenden Tafel, welchem 
Corr. vorgesetzt ist, die Correction. Diese Tafel ist der Arbeit von 
Gauss entnommen, aus der einige Stücke ausfallen konnten, welche 
hier keine Wichtigkeit haben. Während Gauss sämmtlichc Zahlen 
auf 16, die Logarithmen auf 10 Decimale berechnet hat, so wurden 
hier die Angaben, mit Ausnahme des Falles n = 7 abgekürzt. Eine 
Prüfung hat man darin, dass die Summe aller für ein und dasselbe 
n geltenden R gleich 1 ist, ebenso 1 = + = a, + ««-i = etc. 
Zu gleicher Zeit liefert diese Tafel für die ersten n die im §.9 
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versprochene numerische Angabe der Wurzeln von P*(x) = 0, welche 
sich aus den a sogleich ergeben, wenn 1 von dem Producte 2a 
abgezogen wird. 



n = 1 



a x = 0,5 
R l = 1 

Corr. ±L t 



n = 3 

a t =0,11270 16654 
a 3 = 0,88729 83346 
a, = 0,5 

R i = R i = Ts 5 R t = i 
Corr. j^L 6 



a i = 

a > = 
a t = 

a. = 



n = 5 

0,04691 00770 
0,95308 99230 
0,23076 53449 
0,76923 46551 
0,5 

= Ä 5 = 0,11846 34425 
= R i = 0,23931 43352 
= JLL = 0,28444 41444 
logÄ, = 9,07358 43490 
logÄ t = 9,37896 87142 
logÄ 4 = 9,45399 74559 
Corr. Tsrrn^o 



n = 2 

a, = 0,21132 48654 
a t = 0,78867 51346 
= R t = i 
Corr. jj^* 



» = 4 



a L = 0,06943 18442 
a 4 = 0,93056 81558 
a t = 0,33000 94782 
a 3 = 0,66999 05218 
ß ( z=ji 4 = 0,17392 74226 
R t =^R s = 0,32607 25774 
logÄ, = 9,24036 80612 
logÄ, = 9,51331 42764 
Corr. rn-n£ 8 



«i = 

« 6 = 
a t = 



a. = 



» = 6 

0,03376 52429 
0,96623 47571 
0,16939 53068 
0,83060 46932 
0,38069 04070 
0,61930 95930 
Ä 4 == 0,08566 22462 
Ä 5 = 0,18038 07865 
Ä 4 = 0,23395 69673 
logß, = 8,93278 94580 
logÄ, = 9,25619 02763 
\ og R i = 9,36913 59831 

Corr. TTÖTööTä^iz 
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n=7 



a 

i 




0,02544 60438 286202 


"7 




0.97455 39561 713798 


ö. 
* 




0,12923 44072 0030*>8 


a 




0.87076 55927 996972 






0,29707 74243 113015 


et 




0.70292 25756 886985 


"« 




0,5 


fi, 




fl ; = 0,06474 24830 844348 


ä« 




Ä ö = 0,13985 26957 446384 






Ä s = 0,19091 50252 525595 






■^ = 0,20897 95918 367347 



log/?, = 8,81118 93529 
logß t = 9,14567 08421 
log/? 3 = 9,28084 01093 
logi? 4 = 9,32010 38766 



EL Anziehung und Wärme. 



Erstes Kapitel. 

Die Kugel. 

§. 1. Den Charakter der Aufgaben, welche in den drei Ka- 
piteln behandelt werden, die Anwendungen der vorgetragenen 
Lehren auf die Theorie der Anziehung und Wärme gewidmet sind 
wird ein kundiger Leser schon aus dem Inhaltsverzeichnisse er- 
kennen; mit der Auseinandersetzung derselben in diesem Kapitel 
wird zugleich ihre Lösung für die Kugel verbunden, die nicht so 
complicirte analytische Rechnungen erfordert, dass durch dieselben 
das Verständniss erschwert werden könnte. 

Wirken Punkte mit Massen , p t , etc. anziehend auf einen 

Punkt 0, dessen Masse der Einheit gleich sein mag, bezeichnet man 

■ 
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ferner die Entfernungen der Punkte p tJ fi t , etc. Von 0 mit R i9 R t , etc., 
bo lässt sich die gesamrate Anziehung welche 0 erleidet 
wenn das Anzichungsgesetz das New ton 'sehe ist, wie schon in 
der Einleitung bemerkt wurde, der Grösse und Richtung nach 
durch eine einzige Verbindung, auf die Laplaco aufmerk- 
sam gemacht hat (vcrgl. d. Einl.) und welche Gauss*) und 
Green **) das Potential nennen darstellen. Diese ist 

Sind x, y, z die rechtwinkligen Coordinatcn von 0; x lf y t> a, von 
p x \ etc. so wird 

dV_ (i l (x l -x) fi t (x t - x) 

~ ~~~ß] + 5* + etc ' ' 

also genau die X Componente der Anziehung, welche 0 von den 
Massen fi erleidet, wenn man eine X Componente wie üblich positiv 
neirtit, welche das x des angegriffenen Punktes zu vergrössern strebt. 
Auf ähnliche Art findet man für alle drei Componenten ihre Werthe 
durch V 

*r_ x . §y- T . B -i-z 

so dass in der That die Bestimmung der Anziehung erledigt ist, 
sobald man die Grösse V kennt. 

Bilden die anziehenden Punkte eine zusammenhängende Masse 
M, und bezeichnet dp das Element dieser Masse, so verwandelt 
sich V in das dreifache Integral 

Ol).'.. ^=/$; [R = n*-*>r+iy-y,)'+(*-*n 

die Integration über alle Punkte x lf y if z t erstreckt, welche der 
Masse (i angehören. 

*) Resultate aus den Beobachtungen des magnetischen Vereins im Jahre 
1839. Leipzig, 1840: Allgemeine Lehrsätze in Beziehung auf die im verkehrten 
Verhältnisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- und Abstossungs- 
Kräfte, no. 3. 

**) An Essay on the Application of mathematical Analysis to the theories of 
Electricity and Magnetism. Diese Arbeit von Green, nach Thomson's Angabe 
1828 schon veröffentlicht, ist von Thomson im Bande 39, 44 und 47 des 
Crelle' sehen Journals mitgetheilt. Im 44 1 " 1 Bande S. 3G8, no. 4 heisst die 
Function the poteutial funetion. 
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Das Potential ist eine endliche Grösse; dies ist so- 
gleich klar, wenn 0 nicht in der Masse M liegt, gilt aber auch 
noch wenn 0 der Masse M angehört. Um das Letztere zu be- 
weisen, bezeichne man die überall endlich angenommene Dichtig- 
keit des Punktos dfi mit k, wo k also nicht constant zu sein braucht, 
sondern von Punkt zu Punkt wechseln kann, d. h. irgend eine, aber 
endlich gedachte Function von x l , y lf z t vorstellt. Dann ist 
dp = k dx { dy { dz l , also 

«••>•••• ^f/r-H^ 

die dreifache Integration wiederum über alle M angehörenden Punkte 
x if y lt s 4 ausgedehnt. Führt man für x {) y {) z i neue Coordinaten 
ein, indem man 

x t = x + Rcoaa 

y v = y +Ä sin a cos 

z l = z -\-R »in « sin ^ 
setzt, wo x, y, z, R die frühere Bedeutung haben, mithin die drei 
ersten die drei Coordinaten von 0 sind, die letzte aber die Ent- 
fernung des Punktes x lf y t , z t von 0 bezeichnet, und a, ß zwei 
Winkel vorstellen, 0 < a < n, 0 < ß < 2n : so wird 

dx l dy { dz x = Ä* sin a da dßdR, 

also 

V^jyykRsmadadßdR, 

folglich eine endliche Grösse, indem jetzt kein Element im In- 
tegral erscheint, dessen Nenner verschwindet, was in der ursprüng- 
lichen Form, für R ~ 0, eintrat. 

Liegt 0 ausserhalb der anziehenden Masse M, so zeigt das- 
selbe Verfahren, welches sich auf disparate Massen p bezog, dass 
die Componenten der Anziehung noch durch dieselben Formeln 

y dV y d V „ d V 

A ~ä^ ; IV Bz 

ausgedrückt werden, dass also wieder die Kenntniss von V 
genügt, um die Anziehung in 0 auszudrücken. Diese 
Differentialquotienten sind endlich. Es bleiben übrigens die drei 
Integrale, welche ihnen gleich sind, nämlich 
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noch endlich wenn auch 0 zu M gehört, weil die Integrale sich 
durch Einführung der Polarcoordinatcn wie oben in die offenbar 
endlichen Integrale 

JJ^j k sin a cos a da dfidR; etc. 

verwandeln. 

Eine der hauptsächlichsten Aufgaben welche in diesen An- 
wendungen auftritt, ist die sogenannte Bestimmung dieser Fun- 
damen talgrössc, des Potentials, in Bezug auf besonders einfache 
Körper, Kugeln oder Eilipsoide, deren Dichtigkeit gegeben ist: 
man will mit diesem Ausdrucke andeuten, dass für diese besonde- 
ren Körper eine Vereinfachung der Formel, durch welche V als 
dreifaches Integral ausgedrückt wird, gefunden werden soll. 

Das Potential eines Punctes 0 soll im Folgenden nicht immer 
für eine Masse M bestimmt werden (das Wort im eben erwähnten 
Sinne genommen) welche von einer zusammenhängenden und ge- 
schlossenen Fläche begrenzt wird wie z. B. für eine volle Kugel 
oder ein volles Ellipsoid, sondern auch für sogenannte Schalen, 
d. h. für Massen M welche von aussen durch eine geschlossene 
Fläche K, von innen dürch eine andere gleichfalls geschlossene E 
begrenzt sind. Nimmt man das Wort „ bestimmen u in seiner eigent- 
lichen Bedeutung, so hat die Bestimmung allerdings keine Schwie- 
rigkeit, indem man das dreifache Integral welches das Potential V 
darstellt, nur über alle Punkte ausdehnt, welche der Schale ange- 
hören. Man hat auch noch einen zweiten Weg, indem man das 
Potential eines vollen Körpers K bestimmt dem man eine Dichtig- 
keit giebt, welche zwischen den Flächen E ijnd K mit der gegebe- 
nen übereinstimmt, die aber innerhalb des Raumes E verschwindet. 
Das letzte Verfahren würde jedoch die analytische Schwierigkeit 
nur auf einen andern Punkt übertragen: denkt man sich nämlich 
die Dichtigkeit zwischen E und K als Function der Coordinaten ge- 
geben, so hätte man eine discontinuirliche Function zu bilden welche 
für die Punkte der Schale mit der gegebenen Dichtigkeit überciu- 
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kommt, im übrigen Räume, wenigstens innerhalb E verschwindet. 
Zu einer einfachen analytischen Bestimmung des Potentials wird 
' eine solche Methode in der Regel nicht führen. Indem hier die 
allgemeinen Gesichtspunkte hervorgehoben werden sollen, wollen 
wir uns die Dichtigkeit der Schale als Function der Coordinaten 
so gegeben denken, dass di esc Function zwar nur für Punkte der 
Schale die Dichtigkeit derselben vorstellt, aber für andere Punkte, 
spccicll für alle Punkte innerhalb E noch eine analytische Bedeu- 
tung behält. % 

Der Punkt 0 kann drei verschiedene Lagen annehmen; er 
kann sich in dem hohlen Räume befinden, den E einschließet, und 
dann heisse er ein innerer*), und Grössen, welche sich auf ihn 
beziehen werden durch den Index < bezeichnet, z. B. sein Potential 
durch V t . Er kann der Masse M selbst angehören, dann heisse er 
ein mittlerer, und der Index /* drücke dies Verhalten aus; endlich 
kann er ein äusserer sein, was der Index a bezeichne. Um alle 
Aufgaben zu behandeln, welche sich bei einer Schale herausstellen 
die wie unsere von Flächen K und E begrenzt wird, gehe man 
von der Vorstellung aus, dass der Körper K voll und wie oben 
angedeutet ist mit Masse erfüllt sei, d. h. die Dichtigkeit in der 
Schale selbst sei durch die gegebene Function dargestellt, die Dich- 
tigkeit in E durch die Fortsetzung dieser Function. Aus K schneide 
man nun E heraus, und hat dadurch den Ausdruck für das Po- 
tential von 0 in Bezug auf die Schale in die Differenz des Potentials 
von 0 in Bezug auf den Körper K und des Potentials von 0 in 
Bezug auf den Körper E zerlegt. (Die Buchstaben K und E sind 
gewählt worden, damit man sogleich ein Beispiel bei der Hand habe; 
für K setze man eine Kugelfläche, für E eine ellipsoidische.) Die 
allgemeine Aufgabe, welche sich auf die Schale, also auf zwei 
Gattungen von Flächen E und K bezieht, ist dadurch in folgende 
zwei zerlegt, von denen jede sich nur auf je eine Flächenart 
bezieht: 

*) Diese Benennung ist für unsere Zwecke bequem, stimmt aber nicht mit 
der häufig angewandten üburcin, nach der ein Punkt in Bezug auf eine Masse ein 
innerer oder äusserer heisst, je nachdem er der Masse angehört oder ihr nicht 
angehört. 

% 
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§. 1, 1. Kugel. 301 

1) Das Potential von 0 in Beziehung auf den vollen Körper K, 

2) Das Potential von 0 in Beziehung auf den vollen Körper E 
soll gefunden werden. 

Die Aufgabe der Schale ist also auf die des vollen 
Körpers zurückgeführt. War der Punkt 0 ein äusserer ; so 
ist nichts weiteres hinzuzufügen; war dagegen 0 ein mittlerer, das 
Wort in dem früheren Sinne genommen, nach welchem es einen 
inmitten der Masse gelegenen Punkt bezeichnet — ein innerer kann 
bei einem vollen Körper K nicht vorkommen — so zerlege man 
die Aufgabe weiter, indem man K durch eine beliebige Fläche F 
theilt, die weiter unten besonders bequem gewählt werden wird, 
welche durch 0 geht und ganz in K liegt. Das dreifache Integral 
von O in Bezug auf den Körper K, welches das gesuchte Potential 
darstellt, ist dann die Summe des Integrals über den zwischen K 
und F liegenden Theil der Masse und desjenigen über den von F 
eingeschlossenen Körper, also die Summe des Potentials V t eines 
inneren, nämlich gerade an der Grenzfläche F liegenden Punktes 0 
in Bezug auf die von K und F begrenzte Schale und von dem Po- 
tential V a des äusseren, nämlich gerade an der Grenzfläche F lie- 
genden Punktes 0 in Bezug auf den vollen Körper F. Wählt man 
nun F so, dass sich V a einfach bestimmen lässt und dass V t gleich- 
falls einen bequemen analytischen Ausdruck giebt, so ist das ge- 
suchte Potential bestimmt. 

Behandelt man die Kugel K, so wird eine concentrische Kugel- 
fläche F, wie m.an später einsieht, die gewünschte Eigenschaft be- 
sitzen; war K ein Ellipsoid, so nimmt man eine Fläche F, welche 
dem gegebenen Ellipsoide confocal ist. Um alle Potentialauf- 
gaben lösen zu können, welche sich herausstellen wenn 
0 beliebig liegt, wenn man ferner Stücke M betrachtet 
die durch zwei Flächen begrenzt werden, welche be- 
liebig gelegene gegebene Kugeln K und K x und Ellipsoide 
E und E t sind, also 1) durch tf, K t ; 2) durch/T, E; 3) durch 
E, E { ; hat man daher nur die vier Aufgaben zu lösen: 

1) Es soll ein Potential V a in Bezug auf ein Stück M mit be- 
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liebig gegebener Masse berechnet werden, welches durch zwei con- 
centrischc Kugeln mit beliebigen Radien gebildet wird. 

2) Für dasselbe Stück soll V t gefunden werden. 

3) Wenn das Stück aus confocalen Ellipsoiden gebildet ist, 
soll man V a finden. 

4) In demselben Falle soll mau V t bestimmen. 

Die Lösungen dieser Aufgaben finden »ich im Folgenden. Die 
Fälle, in denen die inneren Körper sich auf einen Punkt oder eine 
Ebene reduciren, d. h. die Schalen volle Kugelu oder Ellipsoide 
werden, sind hier eingeschlossen. 

Ein Bedenken könnte bei dem entstehen was über den mittle- 
ren Puukt gesagt wurde, ob nämlich die Formeln, welche für das 
Potential des äusseren oder inneren Punktes gelten, noch auf den 
Fall anwendbar sind wenn der Punkt auf die Grenzfläche rückt. 
Diese Frage ist unbedingt zu bejahen wenn es sich um endliche 
Dichtigkeit handelt; denn es ist V eine continuirliche Function der 
Coordinaten x, y, z von 0, ändert sich also unendlich wenig wenn 
0 von dem äusseren oder inneren Räume an die Grenzfläche rückt 

§. 2. Nach diesen allgemeinen Betrachtungen gehen wir zu 
der Kugel über und stellen uns die Aufgabe: 

Die Dichtigkeit k einer Kugelschale, welche durch zwei con- 
centrische Kugelflächen mit den Radien r und v 0 begrenzt wird 
(r 0 < r) ist gegeben; welche Anziehung erleidet ein beliebiger Punkt 
0 durch die Schale? 

Nach dem Vorhergehenden ist die Frage beantwortet, sobald 
man das Potential des Punktes 0 kennt; wir haben einen Aus- 
druck für dasselbe wie für jedes Potential in unserem dreifachen 
Integrale: es kommt nur darauf an, dasselbe der besonderen Form 
unserer Masse gemäss möglichst einfach darzustellen. Nach §. 1 
sind hierbei zwei Fälle zu unterscheiden; 0 kann nämlich der Masse 
angehören oder ihr nicht angehören. Man sah dass das Resultat 
im ersten Falle sich aus dem im zweiten leicht bilden lässt, so dass 
wir das Verhalten bei der zweiten Lage von 0 zunächst zum Ge- 
genstande unserer Untersuchung machen. Hier sind wieder zwei 
verschiedene Fälle zu betrachten, indem 0 ein äusserer Punkt oder 
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ein innerer sein kann, d. h. es kann O um mehr als r oder um 
weniger als v 0 vom Mittelpunkte der Kugeln entfernt liegen. Wir 
beginnen mit der Behandelung des ersten Falles, suchen also das 
Potential des äusseren Punktes V a für die Kngelschale, die 
übrigens sich in eine volle Kugel verwandeln würde, wenn v 0 ver- 
schwindet. 

Um das dreifache Integral 

y ^ß z dx x d *< 

über alle Punkte x { , y t , z l der Kugelscliale, zu vereinfachen führe 
man Polarcoordinaten ein; es waren die rechtwinkligen Coordina- 
ten von 0 mit x, y, z bezeichnet, die eines unbestimmten Punktes 
der Kugel durch x x , y, , s, . Sind dann r und r, die resp. Ent- 
fernungen der beiden Punkte vom Mittelpunkte, also 

r 0 < r, < r < r, 

so setze man 

x = r cos 0 x i — r, cos 0 i 

y = r sin 6 cos \p y t — r, sin 0, cos i//, 
% — r sinflsini// z t = r, sintf, sin^, 

O<0<n; 0<i//<2rc,- 0 < 0 l < «; 0< t//, < 2*r, 

Ä i= F(r, , 0,, 
behalte auch die Abkürzungen des §. 60 bei: 

v-v. 

cos y = cos 0 cos 0, + sin 0 sin 0, cos (p . 

Dann wird 

jr = (*-*jM-(y-i0H(*-O 9 

— r * — 2fr, cos y -fr* 
<fo ( dy t dz l = r J sin 0, cf0, d«^, 
also die gesuchte Grösse V 

•4 % < )V-2rr,cos r + r; 

Dies Resultat tritt noch in Gestalt eines dreifachen Integrales auf; 
der Ausdruck von V lässt sich aber mit Hülfe der Lehre 
"von den Kugelfunctionen, wie man sogleich sehen wird, 
"wesentlich vereinfachen. 
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Die entsprechende Aufgabe wird sich bei den coraplicirteren 
Körpern, die Gegenstand der folgenden Kapitel sind, bis zu einem 
Ausdrucke für V welcher dem obigen cutspricht auf ganz ähnliche 
Art wie hier behandeln lassen, auch das Prinzip der Vereinfachung 
bleibt dort dasselbe wie hier: Man entwickelt nämlich k und R" 1 
nach Kugelfunctionen, wie es hier in Bezug auf 0, und y> x mit 
^u^Vi) und mit Ä -1 = (r 5 — 2rr, cos y \r\ j~* geschieht. 

Die Entwickelung erstens von F lä9st sich, so lange 
diese Function allgemein bleibt, natürlich nicht so ausführen dasa 
die Constanten, welche darin auftreten, frei von Integrationen blei- 
ben; dieselbe ist, wie man aus dem 5 ,fn Kapitel des zweiten Thei- 
les weiss, immer möglich. Um sie zu erhalten benutzt man die 
Formeln des §. 98, setzt also (p. 265) 

(2) ... F^^.^Jrrr^ + X' + X'+OtC., 

wenn hier, wie an der erwähnten Stelle, X" dieselbe Function von 

0, , \f) x bezeichnet, welche X" von 0 und fp ist, und X" zur Gattung 

der P" in Bezug auf 0, y, oder was dasselbe sagt X" in Bezug 

auf 0, , gehört. Die Formel (p. 265, d) giebt nach Vertauschung 

von 0 und tft mit 0,, fp t 

— 2« -1-1 Z' 71 P 771 
(3)... X H = -~J d0sin0/ F{r i) 0 > \f))P ß {^y)dtp. 

[Deutlicher ausgedrückt: Man nenne die Integrationsbuchstaben 
in (d) nicht 0,, t//, sondern 0 t , \ft t ; vertausche dann überall 0,\p 
mit 0,, i//, und setze schliesslich für die Integrationsbuchstaben 
0 t , \f) t andere nämlich 0, t//.] Der Ausdruck (3) lässt sich noch weiter 
reduciren, indem man für P" die endliche Reihe setzt, durch welche 
diese Function nach (49, o) dargestellt wird, und die Kugelfunctio- 
nen von zwei Veränderlichen P,J(cO80)cosirat//, P,I(cob0 i ) cos etc. 
mit Fortlassung des Index n (§.71 und 77) durch C m , C M , S M , S m 
bezeichnet; a ist die numerische Constante der Gleichung (49). 
Dann wird 

p* (cos y) = m S V i) w "<* (c m ci + S m S m ) , 

also nach (3) 

(4) . . . X" = ^±1 1(-l)'a m (a m CL+ß m S m ), 
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wenn man zur Abkürzung 

(4, a) . . . a:=J ddzmOJ F(r t , 0, ty)CZdty, 

0 o 

(4, b) . . . Ä = fdß sin tf/^Ffr, , 0, y) S w n <ty 

setzt. Die Grossen cr m und fi m sind dalier nach 0, \f), 0 { , \p k con- 
stant, aber Functionen von r, , die so lange F allgemein bleibt, nicht 
weiter reducirt werden können. Um diese Methode den späteren 
möglichst bestimmt gegenüber zu stellen, denke man sich, dass der 
Ausdruck für P*(co&y) durch das Verfahren von Jacobi (§.70), 
also ohne Hülfe der partiellen Differentialgleichung gefunden sei. 

Wir haben zweitens Ä _1 nach Kugclfunctionen zu entwickeln; 
in unserem Falle ist schon aus §. 3 der Theorie der erforderliche 
Ausdruck bekannt, während bei den Ellipsoidcn die Schwierigkeit 
der Aufgabe darin besteht, dass eine geeignete Entwickelung erst 
aufgefunden werden muss. Man weiss, dass hier, wo r t < r, 

die Entwickelung nach Kugclfunctionen in Bezug auf 0,, y t giebt. 

Setzt man (4) und (5) in den Intcgralausdruck für V ein, 
multiplicirt Bio also mit einander und mit sin 0,^0, d\p { , integrirt 
darauf in den Grenzen, so werden alle Producta P n X p fortfallen, 
in denen nicht p = n. Für p = n ermittelt man das Integral, in- 
dem man wieder für P n (coay) die Reihe und (§.72) 

o u 

u u m 

setzt. Dadurch wird das Potential des äusseren Punktes 

(6)... Va^fi + Zl + Zl + Ctß., 

wenn Z„ nach 0 und \p zur Klasse der P* gehört, nämlich durch 
(6, a) ... ZI = ^J-iri^/V^l^+s/VÄdr,) 
gegeben ist. 

Heine, Handbuch J. Kupelfunclioncn. 20 



in 
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§. 3. War der Punkt 0 ein innerer, so bleiben die Be- 
trachtungen des vorigen Paragraphen bis zur Entwickelung von 
Ä -1 durch (5) ungeändert; da aber jetzt r<r„, also gewiss r<Cr, 
ist, so convergirt jene Reihe nicht mehr, und man muss sie durch 
die nun convergirende 

(5,a) ... l = T^Lp"(co S y) 

ersetzen. Geht man nun weiter wie im §. 2, so erhält man, ent- 
sprechend den Gleichungen (G) und (6,a) daselbst, folgende Lösung: 

V> = Z!!+Zl+Z; + etc. 




Will man nach Anleitung des §. 1 den Werth V uy welcher 
sich auf einen der Masse angehörenden Punkt 0 bezieht, für den 
also 

r 0 < r < x 

w 

ist, aus V a und V t zusammensetzen, so hat man nur die zwei Aus- 
drücke zu addiren, welche das Potential von 0 in Bezug auf die 
von r 0 und r begrenzte, resp. die von r und r begrenzte Schale 
darstellen. Daraus folgt 

Vfi — ^u-V Zw + %u + etc. 

m ~ 0 r„ V 1 

+ «(r— y <■ v- *, + »y '^=r *•, )] • 

r„ r 1 

Beispiel. Ist die Dichtigkeit k oder F(r t , 0,, V,) constant 
und: gleich 1, so reducirt sich ihre Entwickelung nach Kugclfunctio- 
nen auf ein einziges Glied Ä° = 1 ; allgemein würde sie nur ein 
einziges Glied enthalten, wenn die Dichtigkeit vou r, allein ab- 
hängt, nicht von 0, , i/', , also auf allen Punkten derselben mit der 
gegebenen concentrischen Kugelfläche gleich bleibt. Für » = 0 
wird 

C 0 = h 5 0 =0, a 0 =4n, fi 9 = 0, 
wodurch man findet: 
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r "~ 3 ~T~ 



V t =2«(r»-r:), 

' 3 3 r 

§. 4. Um den Ucbergang zu den folgenden Aufgaben zu bil- 
den, wird darauf aufmerksam gemacht dass, wenigstens für die 
Kugel, V lt bestimmt ist sobald man seinen Werth für alle Punkte 0 
kennt, welche der äusseren Grenzfläche mit dem Radius r ange- 
hören. Ist nämlich V„ für r=x bekannt, z. B. gleich f(0, ip), so 
kennt man auch jedes Glied der Entwickelung von V a nach Kugel- 
funetionen, also den Coefficienten von jedem C m oder S,J, fürr = r; 
er wird, wegen der Einheit solcher Entwickelungcn, gleich dem 
Coefficienten von Cm oder bei der Entwickelung von f(0, y>) nach 
Kugelfun etionen. Der Coefficient von C," in V a ist, wie man aus 
(6, a) sieht 

ähnlich der von Sm\ kennt man diese Grössen für r = r so kennt 
man sie auch für jeden Werth von r, indem man den Ausdruck 
für r = r„ mit der für jedes m gleichen Grösse 



multiplicirt. Denkt man sich f(0, y>) nach Functionen der Gattung 
P" in eine Reihe 

f(0, x p) = r+Y>+r+ etc. 

entwickelt, so wird daher das « ,p Glied Z H a der Entwickelung von V a 
durch die Gleichung 



r 



gefunden. 

Auf gleiche Art zeigt sich, dass der Werth von F t für alle 
Punkte 0 der inneren Fläche (r = r 0 ) zur Kenntniss des allgemeinen 
Werthes von V t genügt, und dass man hat 

20* 
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Der Ausdruck von Y* durch f ist, wie man aus p. 265 weiss: 

0 II 

Hierdurch erhält man einen Satz, der wenigstens gilt, 
wenn die unten zu erwähnende Fläche, für welche man das Potential 
kennt, eine Kugelfläche ist: Wird eine Masse durch zwei ge- 
schlossene Flächen F a und h\ begrenzt, deren erstere, die äussere, 
die zweite ganz einschlichst; so genügt die Kenntniss von V a für 
alle Punkte 0 die auf F a liegen, resp. von V i für alle O auf F, 
zur Bestimmung resp. von V„ oder V, für jede Lage von O, das 
eine Mal im äusseren Räume über F a hinaus, das andere Mal in 
dem von F t umschlossenen Räume. 

Für die Kugel ist wie gesagt dieser Satz bewiesen, und wir 
konnten auch diese Potentiale finden, sobald die Aufgabe des §.2 
und 3, V a und V t betreffend gelöst war. Ob die Begrenzung, für 
welche das Potential nicht gegeben ist, eine der ersten concentrisclie 
Kugel oder eine andere Fläche war, kommt hier nicht in Betracht; 
man kann sie sich als einer Kugel angehörend vorstellen, welche 
zum Theil die Masse Null besitzt, ohne dass die Methode ver- 
ändert werden müsstc. Der Satz gilt aber allgemein, wie ganz 
scharf aus der allgemeinen Theorie des Potentials folgt; in der für 
unsere Zwecke hinreichenden Allgemeinheit soll er unten bewiesen 
werden. Hier kam es darauf an, den Zusammenhang desselben 
mit der Aufgabe, welche für die Kugel schon gelöst ist zu zeigen, 
nämlich mit der Aufgabe: V t und V a zu finden, wenn man die 
Masse des Körpers kennt. Man hat also bereits eine Lösung der 
folgenden Aufgabe (wenigstens für die Kugel), welche nun als 
selbstständige Aufgabe, d. h. so behandelt werden soll, dass 
ihre Lösung unabhängig von der des §. 2 und 3 wird: 

Das Potential einer wie oben angegeben begrenzten 
Masse ist für die äussere resp. innere Grenzfläche be- 
kannt: man soll für jede Lage von 0 entweder V a oder 
resp. V t finden. 

Die Auseinandersetzung der allgemeinen Theorie des Potentials, 
wie sie von Gauss und Green in den oben erwähnten Werken 
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geschaffen worden ist, überschreitet die Grenzen welche wir uns hier 
gesteckt haben; wir befürchteten nicht, dass durch diese Auslassung 
in unserer Arbeit eine wesentliche Lücke unausgcftillt bleibe, wenn sie 
gleich auch als Lehrbuch zu dienen bestimmt ist, weil in nächster 
Zeit die Veröffentlichung der Vorlesungen von Dirichlet über die 
nach dem umgekehrten Quadrate der Entfernung wirkenden Kräfte 
zu erwarten steht, von denen mit Recht gesagt worden ist, dass sie 
das beste Lehrbuch für jenen Gegenstand bilden würden. Es sollen 
aus dieser Theorie nur einige Punkte erwähnt werden, die unsere 
Aufgabe in das rechte Licht setzen: 

Bei Untersuchung des Potentials wird auch der Fall betrach- 
tet, in welchen F t und F a einander unendlich nahe rucken, oder 
wie man sich dann ausdrücken kann, wenn man sich eine einzige 
Fläche F mit Masse von der Dichtigkeit k belegt denkt, so dass 
also auf das Element d(a der Oberfläche eine Masse kda> kommt; 
diese Vorstellung ist höchst geeignet für die Behandelung der Auf- 
gaben in der Lehre von der Electricität. Es wird dann das Po- 
tential eines Punktes 0 in Bezug auf diese Fläche 

/'kdoo 
J ~R~> 

das Doppelintegral über alle Punkte der Fläche F ausgedehnt. 
Unterscheidet man einen äusseren Raum und einen inneren, welche 
durch F getrennt werden, so läset sich wie im §. 1 zeigen, dass V a 
auch hier noch continuirlich in K, übergeht, wenn 0 von dem äusse- 
ren in den inneren Raum eintritt und umgekehrt, während die Dif- 
ferentialquotienten 

dK W BVa . 

dx > dx 5 dy ' dy> etC * 
sich sprungweise ändern können; nimmt man die Achse der X in 
irgend einem Punkte von F senkrecht auf F, so unterscheidet sich 

~&x V ° n ~dx^ ,n ^ esem P un k tc um +4rc mal der Dichtigkeit k in 
demselben. Ist also das Potential in diesem Falle einer iingirten 
Dichtigkeit für die Punkte 0 welche F angehören gegeben, gleich- 
gültig ob es die Grenze von V t oder V u sei, indem (s. o.) V sich 
beim Durchgange von 0 durch F continuirlich ändert, — diese Grössen 
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also dieselbe Grenze besitzen, — und kann man die obige Auf- 
gabe lösen, also für alle 0 sowohl V a als V t finden, so kennt 
man die Dichtigkeit der Masse (elektrische Vertheilung) k in jedem 
Punkte von F. 

Hiermit verbinde man noch den allgemeinen Satz, den Gauss 
in der erwähnten Arbeit no. ü6 beweist: Anstatt einer beliebigen 
Massenvertheilung, welche entweder blos auf den inneren, von eiuer 
Fläche F vollständig begrenzten Raum, oder nur auf den äusseren 
Raum beschränkt ist, läset Bich eine Massenvertheilung k auf F 
selbst substituiren, so dass die Wirkung von k resp. im äusseren 
oder inneren Räume dieselbe ist wie die der wirklichen Masse, — 
und hat dann durch Lösung der zu behandelnden Aufgabe ein 
Mittel, die Grösse Ä zu finden. 

§. 5. Nachdem im vorigen Paragraphen gezeigt wurde, wie 
die Aufgabe, welche für die Kugelschale p. 302 — 306 gelöst ist, 
nämlich das Potential eines Punktes für eine gegebene Masse nach 
Kugelfunctionen zu entwickeln, mit der andern zusammenhängt, 
deren Lösung wir aus p. 807 für die Kugel kennen, das Potential 
einer Masse für alle äusseren oder alle inneren Punkte 
anzugeben, wenn man es auf der äusseren oder inneren 
Begrenzung kennt, so soll eine Methode zur directen Lösung 
der letzteren entwickelt werden, ohne dass es nöthig wäre, die 
erßtere als Verbindungsglied zu benutzen. 

Bereits in der Einleitung wurde erwähnt, dass 




der Differentialgleichung T = 0 in der Bezeichnung des §. 76, 
vollständiger 

d 2 T d*T d*T 

dx> + dy* + dz 1 ~ 0 
gentigt; daraus folgt dass V, als Summe oder Integral von Aus- 
drücken fiT, eine Lösung derselben Differentialgleichung 

wird. Ist nun die äussere oder innere Fläche F gegeben, so wird 
V a jedenfalls die Bedingungen erfüllen müssen: 
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1) j*v„ = o. 

2) Es bleibt V a endlich für jede Lage von 0, und es wird Null 
wenn 0 in unendliche Entfernung rückt. Die Differentialquotien- 
ten von V u ein und zweimal nach x oder nach y oder nach % ge- 
nommen bleiben für endlich entfernte 0 sicher endlich. 

3) Es ist V a eine gegebene Grösse wenn 0 auf F liegt. 
V t muss jedenfalls den Bedingungen genügen: 

1) 4*V t =0. 

dV dV SV 

2) Es bleibt V lf -g^-> ~dy~ f ~dz^ lm ganzen inneren Räume 

endlich, ebenso ~-, 

3) Es ist V k gegeben wenn 0 auf F liegt. 

Man findet dass, wenigstens bei der besonderen Art von F, die 
wir iin Folgenden annehmen, V a und V t durch diese Bedingungen 
wirklich vollkommen bestimmt sind, und dadurch hat man unsere 
Aufgabe auf die rein mathematische zurückgeführt, welche entweder 
durch die ersten oder letzten drei Bedingungen ausgedrückt wird. 

Wir sagten in diesem Sinne oben (§.4), dass der erwähnte 
Satz für unsere Zwecke mit hinreichender Allgemeinheit bewiesen 
werden sollte. 

Endlich erkennt man auch aus §. 76 dass die Aufgabe V t zu 
bestimmen mit folgender übereinstimmt: Es ist der von der Zeit 
unabhängige Wärmezustand V t einc3 homogenen von F begrenzten 
Körpers zu finden, welcher an der Grenzfläche in einer gegebenen 

i 

von der Zeit unabhängigen Temperatur erhalten wird. 

Wir gehen nun zur Lösung unserer Aufgabe für die Kugel über. 

§. 6. Indem wir die Aufgabe, welche zu Anfang des §. 5 
hervorgehoben war, für den Fall dass die Begrenzung durch eine 
Kugclflächo F gebildet wird durch das Verfahren, welches so eben 
angedeutet wurde, lösen wollen, führen wir wieder Polarcoordina- 
ten ein. Es sei der Radius von F gleich r; nimmt man den Mit- 
telpunkt dieser Fläche zum Anfangspunkte der rechtwinkligen 
Coordinaten, nennt ferner r die Entfernung eines beliebig gelegenen 
Punktes 0 mit den rechtwinkligen Coordinaten x, y, z vom Mittel- 
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punkte und setzt 

x = rcosO, 
y — rsintfcost//, 
s = rsintfsint// 
so verwandelt sich A 1 V = 0 in folgende Gleichung 

Es mag V das Potential eines äusseren oder inneren Punktes sein, 
diese Gleichung muss es jedenfalls erfüllen, und ausserdem wenn 0 
in F fällt, d. h. für r = v sich in eine gegebene Function von 6 
und tp, die f(0,\p) sein soll verwandeln. Man hat also 

(6) ... V = f(0,rp); (r = r). 
Entwickelt man K für alle Werthe von r nach Functionen der 
Gattung P in Bezug auf 0 und tp, setzt also 

n—x> 

V= 2 Z n 

und wie §. 4, p. 307 



I) 0 

so hat man nach (b) 

Y H = Z n , (r = r). 
Da nun Z* der Gleichung 



• f> ÖZ "\ 
1 a r ,1Ö äö-; 1 d*Z" 

genügt, so reducirt sich (a) auf 

T(^_„(» +1 ,z-)=o. 

Es gehört aber Z n , also auch rZ rt und seine Differentialquotienten 
nach r, diese auch noch multiplicirt mit r, also das » ,e Glied der 
ganzen vorstehenden Summe zur Classc der P* in Bezug auf 0 
und yj, so dass die Summe nur verschwindet, wenn das n l * Glied 
selbst verschwindet. Daher wird 
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r^^-«(«.+i)r = o f . 

d. h. Z* = gr n +hr~*^ i wenn g und h Constante nach r vorBtellen, 
die aber noch 0 und tp enthalten können. 

Jetzt scheide man die beiden Fälle, die bisher gemeinsam be- 
handelt wurden, und betrachte gesondert V a und K». Da V a = 0 
für r = oo, so kann Z* kein g; da V t für r = 0 endlich bleibt, so 
kann Z* kein h enthalten, so dass 

hervorgeht. Für r = x müssen beide Ausdrücke Y* geben, wo- 
durch man in Ucbereinstimmung mit §.4 erhält: 

«-©TV, 

oder 

Diese Reihen lassen sich leicht summiren, und somit kann man auch 
die Resultate des §. 4 vereinfachen; setzt man nämlich für Y* seinen 
Werth ein, so sind die Glieder, welche n enthalten, resp. 

(2it+l)(^J +1 r(cosy), (2»+l)(0r(cosr). 

Bezeichnet a eine Grösse die wie resp. - oder - kleiner als 1 ist, 
so wird 

^o-r(cosy) = 1 



folglich 



yi — 2acosy + aa 
1— a 



2(2n+l)a»P n (cos?) = — — — — f , 

(1— 2acosy+a )* 

und endlich 

An J 1 l J (r s -2rrcosy+r a )< 
in J 1 l J (r'-2rrcos y -H 



§. 7. Die Reihe für 



T _ J_ = 1 

~ R ~ tfS^ij» + (y - y, ) 3 + (s -Ij* ' 
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welche im §. 2 und 3 angewandt wurde, und die eine nach Kugel- 
functionen der neuen Coordinaten 6, xp oder 0, , *p t geordnete war, 
konnte man sich dort durch Mittel gefunden denken, welche die 
Betrachtung der partiellen Differentialgleichung J*T — 0 nicht vor- 
aussetzten. Durch die Untersuchungen des vorigen Paragraphen 
wird man darauf hingewiesen, dasa man noch auf eine andere Art 
die Entwickelang von T nach Kugelfunctionen finden kann; nur 
das Princip dieser Methode soll hier erörtert und die weitere Aus- 
führung an einer späteren Stelle, welche die Ellipsoide betrifft, mit- 
getheilt werden. 

Man betrachte dazu die im §. 6 behandelten Aufgaben als die ur- 
sprünglichcn, und denke sie- sich gelöst: die Entwicklung von T 
wird dann eine Form annehmen, die sich aus den Formen der 
Ausdrücke V u und V t zusammensetzt. Man denke sich nämlich 
die Kugeltläche mit dem Radius r in dem leeren Räume vorliegend, 
und x lt y t , z, als Coordinaten innerer Punkte; x f y, z als die 
äusserer Punkte. Da nun T sowohl der Gleichung 

a*r d > T a , r 

als auch 

a a r d n T d*T 

8*\ öy? ö»? ~ 

genügt, so ist T wegen der ersten Gleichung ein Potential K«, 
(dessen Werth an der Oberfläche der Kugel mit dem Radius r 
eben durch den Werth gegeben wird, welchen T dort annimmt), 
wegen der zweiten in Bezug auf x l} y i} z { ein Potential V n muss 
also eine Form haben, die wenn x t , etc. constant sind, es zu V a) 
wenn x, etc. constant sind, es zu V t machen. 

Wendet man diese Betrachtungen auf die Kugel an, und führt 
dazu die Polarcoordinaten ein, so erhält man als Resultat gerade 
die Entwickelung von T, welche p. 305 angewandt wurde; das Ver- 
fahren soll aus dem Grunde bei den Rotationsellipsoiden zuerst 
durchgeführt werden, weil es hier, für die Kugel, im wesentlichen 
kein anderes ist, als das wodurch man früher §. 66 die Entwicke- 
lung von P*(cosy) fand. 
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Bei der Kugel wurden statt der rechtwinkligen Coordinaten die 
üblichen r, 0, y> eingeführt; auch bei den Ellipsoiden wird man 
sich solcher bedienen, die oben in der Theorie schon benutet wa- 
ren. Das hier zu Grunde liegende Prinzip besteht nämlich darin, 
Coordinaten a, /?, y einzuführen, die einen möglichst einfachen Aus- 
druck dafür gestattcu, dass ein Punkt auf der einen oder anderen 
Grenzfläche liegt; die Polarcoordinaten erfüllen diesen Zweck für 
die Kugel, indem dort die einfache Gleichung r = x oder r = r 0 
die Bedingung ausdrückt, dass ein Punkt sich auf den Grenzflächen 
befinde. 

Die Lösungen der Aufgaben in diesem Kapitel enthalten nichts 
wesentliches, w-as nicht schon bei Laplace in der Mecanique Ce- 
leste zu finden wäre. 

i 

4 

Zweites Kapitel. 

Das Rotationsellipsoid. 

§. 8. Die erste Aufgabe welche hier behandelt wird, ist ganz 
entsprechend der ersten, im §. 2 für die Kugel gelösten: Es soll 
die Anziehung eines vollen Rotationsellipsoides, oder 
einer durch zwei confocale Rotationsellipsoide begrenz- 
ten Schale von gegebener Dichtigkeit auf einen der 
Masse nicht angehörenden Punkt gefunden werden. Man 
hat dazu nur das Potential 

aufzusuchen, wobei die dreifache Integration auf alle Punkte des 
Ellipsoides resp. der Schale auszudehnen ist. Der Einfachheit hal- 
ber handeln wir zunächst von einem vollen Ellipsoide, und denken 
uns daher den angezogenen Punkt 0 in dem äusseren Baume ge- 
legen; die Gleichung des Ellipsoides sei 

es mag e eine reelle oder rein imaginäre positive Grösse vorstel- 
len. Wir führen Polarcoordinaten, sowohl für die rechtwinkligen 
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x, y, % von O als auch für die Coordinaten x x , y if *, eines unbe- 
stimmten Punktes, welcher der Masse angehört, ein und setzen 

x — r cos0 y, = r, cos0, 

y = |/r*— c' sin 0 cos t// = yV J — e* sin 0, cos t//, 

* = y r a — e a sin 0 sin yj s, = }V; — e a sin 0, sin V, 

0 < 0 < ;z ; 0<y<2rt O<0 1 <n; 0< tj/, < 2rc 
V — V» = ? r, < r < r. 

Diese Coordinaten entsprechen dem Prinzipo des §. 7, indem jeder 
Punkt, dessen lineare Coordinate r oder r, gleich r ist, auf der 
Oberfläche des gegebenen Ellipsoides liegt, indem ferner jede Func- 
tion der drei rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes, sobald der- 
selbe auf die Oberfläche rückt, in eine Function der zwei Winkel- 
coordinaten 0 und y oder 0, und allein übergeht. Ist e reell, 
so sind r und r t grösser als e; für ein imaginäres e kann r, auf Null 
herabsinken. 

Man hat im §. 2 gesehen dass zur Vereinfachung des Potential- 
ausdruckes die Entwickelung von RT 1 nach Kugelfunctio- 
nen in Bezug auf 0 und tp oder d i und rp i erforderlich war; 
wir beschäftigen uns nun mit dem Aufsuchen einer solchen Reihe, 
und werden uns dabei der Benutzung der Gleichung J^BT 1 = 0 
enthalten, um später, nach Andeutung des §. 7 dieselbe Entwicke- 
lung, nach der Lösung der betreffenden Potentialaufgaben, durch 
diese partielle Differentialgleichung aufzusuchen. 

§. 9. Aus der Gleichung (4, a) in der Theorie folgt 

(a) — = r n ^ 

wenn x — x { eine positive Grösse vorstellt; würde x — x t negativ 
sein, so wäre die linke Seite mit dem negativen Zeichen zu neh- 
men , während für x = x x die Formel unbrauchbar ist. Zur grösse- 
ren Bequemlichkeit wird nur der Fall betrachtet dass x und x—x i 
positiv sind; die Entwickelung in diesem Falle reicht hin, um die- 
selbe für alle Fälle zu finden. Da r > r, so denke man sich des- 
halb 0 beliebig klein, während 0, allgemein bleibt, und führe unter 
dieser Voraussetzung die Entwickelung nach Kugelfunctionen aus. 



Digitized by Google 



§.9,7. Rotationsellipsoid. 317 

[Gelegentlich wird darauf hingewiesen, dass 

= r 2 +r' — e*8in a 0 — e'sin'0, — 2rr t cos 0 cos 0 1 
— 2 ^r 4 — e 2 |V* — e* sin 0 sin 0, cos 
seinen Werth nicht ändert wenn 0 mit 0, oder zugleich 0 und 0, 
mit n —0 und — 0, vertauscht werden. Es hauen also folgende 
Punkte die gleiche Entfernung R: 

1) (r, 0, y) und (r„ 0,, V.) 

2) (r, 0 ( , y) - (r,, 0, V.) 

3) (r,rc-0, y) - (r,>*-0,,V.) 

4) (r,fi -0, ,y) - (r ( ,*-0, y.) 

deren Anzahl man noch verdoppelt, indem man auch y mit y t 
vertauscht.] 

Der Nenner des Integrals in (a) zerfällt in die Differenz zweier 
Theile; der erste 

a?-f tycosif-f izamt] 
geht nach Einführung der Polarcoordinaten in 

r cos 0 -f t } f r'— e q sin 0 cos (y — i?) 
über, während der zweite gleich 

r, cos 0, + i J — e a sin 0, cos (y, — j?) 
wird. Man setze nun überall in diesem Kapitel 

r = eg; r, = eg t ; fa<<j), 
ferner zur augenblicklichen Abkürzung 

a = o cos0 -fi/e 1 — 1 sin0 cos(y — y) 

ß= Q t cos0, 4- «YpJ —1 sin0, cos(y, — tj), 
und findet dann aus (a) 



(6) £?l _ r"_ä 



Aus dieser Formel lässt sich die gesuchte Reihe nach §. 17, 
Formel (14) leicht ableiten, indem 

1 =T(2n + l)/"QJ)<?>) 



wird, vorausgesetzt dass 
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Diese Ungleichheit besteht nicht immer, wird aber bei hinlänglich 
kleinem 0 erfüllt, welchen Werth zwischen 0 und 2n auch ij an- 
nehmen mag. 

[Um den Werth dieser Moduln zu schätzen, setze man (cf. §. 38) 

a = pcosg-ft^p* — 1 sing, 

l^a*— 1 — /p a — 1 cosg-Hpsing, 
wo p mit q zugleich reell oder rein imaginär sei, und |^ 2 — 1 das 
Zeichen von p erhält. War q reell, also (p. 316) grösser als 1, 
so wird auch p grösser als 1 genommen werden können. Dann 
hat man 

p cosg = qco&O 

aus diesen Gleichungen lassen sich bei reellem oder imaginärem q 

offenbar p und q auf die geforderte Art bestimmen. Feiner er- 

giebt sich 

M(a+ja*—l) = Jtf(p+)/p^T). 

Bei festgehaltenem p, 0, yj, erhält p den grössten Werth wenn 

cos (y — tj) = 4; 1 , den kleinsten wenn cos (i// — i?) = 0. In der 

That, hat man für ein gewisses q, 0, V/ — ein bestimmtes p und g 

gefunden und ändert nun ij so, dass cos (i// — 17) absolut abnimmt, 

so ist das neue p und q (es sei p und q) so beschaffen, dass 

pcosq = pcosg 

}V — lsinq < )V — Ising. 
Würde nun p>p sein, so raüsste cosq < cos q, also sinq>sing 
werden; die zweite Ungleichheit giebt aber 

sinq <C sing _ <C sing, 

)V - 1 

widerspricht also der eben gefundenen. Hieraus folgt p<Cp. Eine 
einfache geometrische Betrachtung, welche bekannte Eigenschaften 
von Ellipsen zu Hülfe nimmt, würde dasselbe geben. 

Das kleinste p findet man also aus den Gleichungen 

pcosg ■= (>cos0, 

ip*— Ising = 0 
•als j> = ecos0, und ähnlich das grösste p aus 
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pcoaq = Qco&O, 

yfp^l sin q = sin 0 

als p = g* Hieraus folgt, indem lhan das was von a gesagt iat 
auch für ß durchfuhrt, dass 

M(a+ icf^l) > JITtecoB0 + TVcos , 0--l), 

M(ß+Yf=i .) < if ( ft + ; 

bei hinlänglich kleinem 0 wird die erste Ungleichheit beliebig nahe 

M (« + i V^l ) > AI (p + )'q~1) ; 
ferner ist 

und damit das Bestehen der geforderten Ungleichheit für kleine 6 
bewiesen.] 

Setzt man also 0 hinlänglich klein voraus, so lässt sich ^ * 
durch die angegebene Reihe ersetzen und man findet 

Um zur schliesslichen Form zu gelangen entwickelt man P"^) 
und Q n (a) nach Cosinus der Vielfachen resp. von — i;) und 
\p — die Formeln hierzu liegen fertig vor. Wird nämlich in 
(49, a) zugleich x, x lf (p resp. durch g l} cos0, , n-\-\p { — ersetzt, 
so entsteht: 

»-■Ii 

und aus §.75, nämlich ad 1 wenn g reell ist (weil cos0< 1, aber 
QcosO nahe £ also >1 wird), ad 2 für ein imaginäres g: 



m- -x> 



(2»+l)0» = 2 2: (-l) m K(cos0)Q n m (g)cosm(y-t,), 

m <» 

für w = 0 die Hälfte des betreffenden Gliedes genommen. Bildet 
man das n x * Glied in (c), indem man das Product der beiden vor- 
stehenden Formeln nach 1? integrirt, wodurch die Vielfachen von t} 
fortfallen welche höher als das n l " sind, bo entsteht, entsprechend 
der Formel (5) für die Kugel, hier die folgende Entwickelung 
von R~ l , welche zur Behandelung der Potentialaufgaben 
beim Rotations-Ellipsoide angewandt wird: 
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Rotationsellipsoid. 



§. 10, 8. 



(8)... 4-= s r 



R 

(8,a)... r"= 2(-l) m alK(c O »d)K(co*0,)P:(Q>)Q:(Q)co»m(y-%). 

Die Glieder Y dieser Reihe sind, so wie R selbst, symmetrisch 

nach 0 und 0, , oder nach \p und tp, ; die Entwickelung also 

ist nach Functionen der Gattung P sowohl in Beziig auf 0 und 

als auch in Bezug auf 0, , %p l , oder 0, t^, , oder 0, , geordnet. 

Hier ist ai derselbe numerische Werth wie früher, nämlich 

. _ (1.3...(2*-1)V 
m ~ II(n+m)n(n-m) 7 

für m = 0 die Hälfte genommen. 

Obgleich diese Formel unter der Voraussetzung eines hin- 
reichend kleinen 0 entwickelt wurde, so mag sie vorläufig im Fol- 
genden für alle 0 angewandt werden; der Beweis, dass sie dann 
noch gilt, wird im §. 15 nachträglich geliefert. 

§. 10. Für ein reelles e kann dasselbe Resultat Jiuf andere, 
ähnliche Art einfacher gewonnen werden, die jedoch eine Ueber- 
tragung auf allgemeinere Fälle bisher nicht gestattet hat. 

Nach der schon am Anfange des §.9 angewandten Formel 
(4, a) wird 

W- r r— r— * — ; 

«if {qq { — \Q*— 1 yq) — leos?;)— (cos0cos0 1 4-sin0sin0 l cos(i7— <p)) 

sobald pp, — cos 0 cos 0, positiv ist, — und das geschieht immer 
wenn e eine reelle Grösse bezeichnet, da r, nicht unter e sinkt, — 
gleich 2n dividirt durch die positive Quadratwurzel aus 

(qq { — CO80CO80» Y—tfö^l ){q]-1 + sin0sin0 1 cosy)*— sin^sin'^ sin > 

Reducirt man, so geht vorstehende Grösse in 

oM-tf - sin^-sin*^ — 2(^0800080, - 2 )/^isin08in0 l co8g) 

oder, wie man durch Vergleich mit einer Formel p. 317 sogleich 

einsieht, in -7 über, so dass 
e 

(«) =-r 

wird. Diesen Auadruck behandele man wie (6) im §. 9, indem man 
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den Nenner wiederum gleich a— ß setzt, wo « 



^,-)V-i|/e:-icos77 

bezeichnet; nnd 

^ = £ (2 " +1)r(/J)<? " (a) 

macht, was hier gestattet ist, da ß < 1 und a > 1 , also ß < a 
wird. Dadurch erhält man: 

Y'^^J^P'kosOcoBdt +B\nds\nß l cos(j^))0> ?t ->^/^icos^^. 
o 

Vertauscht man wieder P n und 0" mit ihren Ausdrucken durch 
Reihen, benutzt also die Gleichungen (49, a) 

P" = m 2*( - l) m <C K (cos 6) K (cos 0, ) cos m (y - tj), 

M—O 

ferner §. 75, ad 3 
(2»+l)0" = 2T«( ft )(?:( e )co B «i?, 

m—O 

so entsteht sogleich dieselbe Formel für F* wie p. 320, obgleich 
die Factoren (— l) m und 1, P(cos0) und P(^) bei Vergleichung 
der vorstehenden Ausdrücke mit den entsprechenden des §.9 sich 
vertauscht finden. 

Anmerk. Aus den allgemeinen Gleichungen (8) würde man 
für 0 — d i — 0 die Entwicklung von ^ in eine nach Kugel- 
functionen fortschreitende Reihe finden: es wird auf diese Art aber 
nur dieselbe Formel erhalten, welche man hier zu Grunde legte. 
Für Q k =1 entsteht eine noch nicht ausdrücklich erwähnte specielle 
Entwicklung 

j, ...^ v, m = W F(2«+l)P n (cos^r(cosÖ 1 )(? B ( 0 ). 

V(p— COS^+öj))^— 008(0—0,)) n=0 V 1/Vr w/ 

§. 11. Man kann jetzt zur Lösung der Aufgabe im §. 8 über- 
gehen, die nach dem Muster im §.2 erfolgt; drückt man auch das 
Element dx^y^ durch die neuen Coordinaten aus, so entsteht 
nach einfacher, auf bekannte Art angestellter Rechnung 

dx^y.d^ =(r;-c > cos0 1 )sin0 1 rf^d^ 1 «/r 1 . 
Man entwickele nun das Product von r* — e'cos*^ mal der Dich- 

Heine, Handbuch d. Kugel functionen. 21 
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tigkeit k im Punkte x t> y lf z t oder r t> 0 n ty v nach Kugelfunctio- 
ncn in Beziig auf 0, , %p it und zwar zunächst (entsprechend (2) 
auf p.304) in die Reihe 

k (r ) - e> cos* 0 V ) = X» + X 1 + X * + etc. , 

wo also 

(o) . . . X n = J dd v s'mOj k (r) - e 5 cos 5 0 t ) P" (cos y) <fy t 

wird. Unser Integral V verwandelt sich dadurch, wenn man zugleich 

für ^ seinen Werth -2Y* setzt in 
R e 

(6) . . . v = i y*v/yvn(^>»«. «». , 

wo 0 oder e als untere Grenze im Integrale nach r, zu nehmen 
ist, je nachdem e imaginär oder reell ist. Das Doppelintegral nach 
den Winkelgrössen vereinfacht sich bekanntlich (p. 264) zu 

X* lässt sich aber weiter in seine Bestandteile auflösen, indem 
man in (a) für /'"(cosy) seine Entwicklung 

£(-i)"«:(cc:+s.s:) 

m 

setzt, nämlich in 

x" = ^ "5"(-i)"«:(«:c:+äs;) 

wenn a und ^ folgende Functionen von r, allein vorstellen: 

dO sin 6 j k(r\- e* cos 2 0) CS # , 

= y "rfÖ sin tf/** * (r J - c a cos 4 0) S H m dip. 

» u 

Es wird daher mit Benutzung des Ausdrucks (8,a) oder 
sich (c) in 

( C ) . . . =2 (-lroüCfeXÄWwcs+Ä^ 

m= 0 

verwandelu. Man findet also schliesslich für das Potential 
des äusseren Punktes 0 mit den Coordinaten Q, 6, f in Be- 
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■ 

zug auf das volle Ellipsoid mit den halben Achsen r, y t* — e\ 
}/x* — e s den Ausdruck 

(9) . . . V a = Tz:; (o = er ; <>, = er,); 

Hätte man nicht ein volles Ellipsoid sondern eine Schale S 
betrachtet, welche durch die zwei Ellipsoide mit den Achsen 
r, yr a — 6*, y'r*— c* einerseits, andererseits mit den Achsen r 0 , VrJ— 6% 
/rj — c' begrenzt ist, so wäre die Integration nach r, nur über die 
Schale auszuführen gewesen. Man erhält also das Potential des 
äusseren Punktes 0 für diese Schale noch immer durch die 
Formeln (9), wenn man dort nach r, nicht mehr von 0 ödere an, 
sondern von r 0 an iutegrirt, vorausgesetzt dass r 0 kleiner als r ist. 

Das Potential eines inneren Punktes 0 lässt sich nach 
geringen Veränderungen in den vorhergehenden Betrachtungen für 
eine solche Schale S ermitteln. Bleibt die Bezeichnung dieselbe 
wie oben, gehören also Coordinaten mit Indices der Masse S, ohne 
Indices dagegen 0 an, so sind alle Formeln dieses Paragraphen 
vom Anfang an zunächst bis zu der für Y* anwendbar, wenn nur 
nach r von r 0 an bis r integrirt wird. In Y n ist aber nicht mehr 
Q sondern (>, die grössere Zahl, so dass sich dort g in & umtauscht, 
also schliesslich erhalten wird 

(9,a) ... F.=Tz; ; (r<r 0 <r); 

»=<) 

*r = f J ) Vir«»^(e)(cy' , «;o:(? 1 )rfr 1 +s^/ , >;o:(? 1 )rfr 1 ). 

§. 12. Wir übergehen hier die Untersuchungen welche denen 
des §.4 analog sind und zeigen würden, wie man aus den vor- 
stehenden Formeln V a oder V t finden kann, wenn nicht k son- 
dern der Werth des Potentials V für eine Grenzfläche der Schale 
gegeben ist, und kommen zu der directen Lösung, (d.h. ohne 
die Hülfsmittel dieses und des vorhergehenden Paragraphen) jener 
Aufgabe, deren analoge für die Kugel im §.6 behandelt wurde: 

21* 
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Aufgabe. Eine ellipsoidische Fläche mit den Halbachsen 
r, }V— b\ )V— b* begrenze irgend eine Masse von aussen oder 
von innen. Das Potential V dieser Masse ist für alle Punkte 0 
der Fläche gegeben; es soll für alle Punkte 0 gefunden werden, 
welche dem äusseren resp. dem inneren Baume angehören. 

Führt man wieder statt der rechtwinkligen Coordinaten aller 
Punkte im Räume x, y, *, die sich auf ein System beziehen, wel- 
ches mit dem Systeme der Hauptachsen unseres Ellipsoides über- 
einstimmt, die Coordinaten r, 0, \p des §.8 ein, so dass ftir alle 
Punkte der gegebenen ellipsoidischen Fläche r constant, nämlich 
r = T wird, so verwandelt sich der gegebene Werth des Potentials 
auf dieser in eine gegebene Function von 0 und \f> allein, welche 
mit f(0, tff) bezeichnet wird. Man hat daher als erste Bedingung 

(a) ... V = f(d,y) ] (r = r). 

Ferner gentigt V der Differentialgleichung J* V = 0, und zwar, 
je nachdem die Aufgabe den äusseren oder inneren Punkt 0 be- 
trifft, für jede Lage von 0 im äusseren resp. inneren Räume. Die 
Transformation dieser Gleichung in die neuen Coordinaten giebt: 

— dr + sin 0 d0 + (r 1 -e a ) s in^a^ 

Man entwickele nun V nach Functionen der Gattung F in 
Bezug auf 0, \\) in die Reihe 

(c) ... r="S Ä z"; 



ordnet man auch f(0,W), d. h. den Werth von V für r=r, in 
ähnliche Reihe 



«=00 



f(0, y,)=£ r , 

u <> 

so muss Z" sich für r = r in F" verwandeln. Zur weiteren Be- 
stimmung von Z setzt man (c) in (b) ein, und reducirt durch die 
Gleichung» welche die Z, als zur Gattung der P gehörend, erfüllen 
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i afa'fr) 1 d'Z' ,_ 0 . 

dann findet man, dass 

_) t ^ 

verschwinden muss. Dies erfordert aber, dass das w ,e Glied der 
Summe, wie es in den eckigen Parenthesen steht, für sich Null ist; 
denn ein Bolches gehört in Bezug auf 0 und tfj zur Gattung P". 
Für den ersten und dritten Theil des Gliedes, der nur Operationen 
enthält, welche sich auf die nach 0 und y constante Grösse r be- 
ziehen ist dies ohne weiteres klar; auch für das mittlere (und dann 
für die Summe aller drei Theile) sieht man es leicht ein, wenn 
man bedenkt, dass die allgemeine Form einer solchen Function, 
welche zur Gattung P* gehört, 

(d) ... Z" = M 2*(u m cos mtp + v m sin m y) Pl (cos 6) , 

wo u und v irgend welche Constante bezeichnen, dieselbe bleibt, 
wenn nach \f) beliebig oft, hier zweimal differentiirt wird, indem 
der dadurch hinzukommende Factor — m*, mit u und t> vereinigt, 
diese noch immer zu willkürlichen Constanten macht. Es wird 
daher in der That: 

gr — - + ?-r?w~ nin * ) =a 

Man führe wieder für r die Grösse g durch die Gleichung r = eg 
ein, und findet dadurch einen Ausdruck, der aus (c) entstellt, wenn 
man darin q für r, und 1 für c setzt. 

Die Form von Z" wurde durch (d) bereits angegeben; es ist 
klar, dass die dort vorkommenden u und v nicht nothwendig nu- 
merische Constante sein müssen, sondern dass sie noch die Ver- 
änderliche r enthalten können. Um zu ermitteln, wie diese in u 
und v eingeht, substituirt man für Z in der durch Einführung von 
g statt r transformirten Gleichung (c) den Ausdruck (rf); dadurch 
verwandelt sich die linke Seite von (e) in eine endliche, nach Co- 
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sinus und Sinus der Vielfachen von if) fortschreitende Reihe, in der 
mit coamy 

multiplicirt ist, während der Coeflicicnt von sinwn^ gleich dem 
vorigen Ausdrucke nach Vertauschung von v mit u wird. Soll die 
Summe verschwinden, so muss für jedes m sowohl der Factor von 
cosmxp als der von sin»t<// gleich Null sein, so dass u m und v m In- 
tegrale der Differentialgleichung 

werden, deren vollständiges Integral (y, S sind willkürliche Con- 
stante) 

man bereits §.49 et seq. gefunden hat. Sammelt man das, was 
hier über Z, u, v, a, ß gesagt ist, so folgt, dass, gleichgültig ob V 
und damit Z den Index et oder v erhalten, d. h. sich auf den äusse- 
ren oder inneren Punkt beziehen, immer Z* die Form hat 

m—n 

^ (y,n Pm (0) + Ö m Om(e)) P« (COS 0) COS ttllfj 

vermehrt um einen ähnlichen Theil, in dem nur coBmtp mit ainmip, 
und y, d, mit anderen Zeichen für willkürliche Constante vertauscht 
sind. Soll nun 

1\ V das Potential eines äusseren Punktes V ttt also Z = Z 0 
sein, so muss V also Z für p = oo verschwinden, also y = 0 wer- 
den, während S vorläufig noch unbekannt bleibt. Man findet daher 



Z£= 2 Pr n {cosO)Q n m ( Q )(# M cosmxt>+t m smmil>). 

2) Da Z? für alle p, welche kleiner als — sind, endlich blci- 

c 

ben muss, aber CC(p) für p = l unendlich wird, so kann Z, kein £ 
enthalten, verwandelt sich also in 

Z t Ä = 2 /^(cos^P^^^coswu/z-f-^sinrnV/). 

* [Diese Beweisführung für den inneren Punkt, die uns aller- 
dings zu einem in allen Fällen richtigen Resultate führt, ist aber 
nur für ein reelles e erlaubt, indem nur in diesem Falle q gleich 1 
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werden kann, nämlich für r = e, für ein imaginäres e aber von Null 
durch das rein Imaginäre zu — wächst. Den besten Weg, um 

6 

auch in diesem Falle das Resultat zu erweisen hat wohl Neu mann*) 
(in Königsberg) gewählt, indem er davon ausgeht, dass auch im 
ganzen inneren Räume die Differentialquotienten von V nach den 
drei Coordinaten (p.311) endlich sein müssen, gleichgültig welches 
ihr Anfangspunkt und ihre Richtung ist. Man lege nun durch 0, 
wo der Punkt sich gerade befindet, ein dem ursprünglichen con- 
focales Ellipsoid, denke sich das Achsensystem in den Punkt 0 
gelegt, und die Achsen in die drei Richtungen fallend, von denen 
die eine normal gegen das Hülfsellipsoid ist; die zweite sei das 
Element des Meridians, die dritte des Parallelkrcises. Die unend- 
lich kleinen Stücke auf diesen Richtungen heissen dv, do, dp, und 
lassen sich durch dr, dd, d\ff ausdrücken. Geht man nämlich von 
einem Punkte r, 0, %f) zu einem unendlich nahen mit gleichen 0 
und i// und der linearen Coordinate r-\-dr über, so liegt dieser 
gerade in der Richtung der Normale. Ohne dass man sich zum 
Nachweise der allgemeinen Eigenschaften confocaler Ellipsoide be- 
dient, lässt sich derselbe fuhren, indem man bemerkt, dass die 
Verbindungslinie der beiden Punkte mit den ursprünglichen Achsen 
Winkel bildet, deren Cosinus sich verhalten wio 

Bx By t dz 

Br'dr'br 1 

d.h. =f»osß? r «in ßrnai/j ; ** Mnßtonih 

x y z 

oder wie die Cosinus der Winkel a, ß, y welche die Normale an 
der betreffenden Stelle mit den Achsen macht. Man hat daher 

^dr = dvcosa, ^dr = dvcosß, ^dr = Bvcosy, 



. iV-Vcos'Ö 
= dr- — ; 



*) Crelle, Journ. i. Math. Bd. XXXVII, 8.33. 
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Hält man r und \p fest, und ändert nur 0, so bleibt man auf 
gleichem Meridian, während ein festes r und 0 und ein verändertes 
xff einen Punkt desselben ParallclkreiFes geben. Man findet daher 

also schliesslich 

dV dVj r'-e' 
dv "~ dr r r a — e'cos'0 

ÖK = ÖK 1 

do ~ de' y r *-e*cos*ß 
dv_dv i 

d/> "ö^'sinö^r^e 1 

Betrachten wir zunächst den ersten Werth, so muss also für ein 

dV n 
imaginäres c noch immer endlich bleiben, wenn auch 0 « — 

und r oder p = 0 gesetzt wird ; dasselbe muss von Z* gelten. Die 
Theile von Z n , in welchen n — m gerade ist, werden aber durch 
Differentiation nach v für dieses g und 6 unendlich wenn Q in Z* 
vorkommt; fassen wir irgend eines der betreffenden Glieder ohne 
die Constanten und ohne cosmxp oder Bmmtp, z. B. 

(/•) r(c<*e)Q" m ( e ) 

in's Auge, so giebt es nach n differentiirt 

iÄ^aofi) (e = 0) co 8Ö = o). 

e cosÖ dg 7 KK 7 ' 
Aber iC(cos0) enthält ein von cos0 unabhängiges Glied, wird also 

für 0 = ^- von Null verschieden, folglich das Glied oc , da 

für £ = 0 nicht verschwindet (§. 55). 

Wegen der Glieder in welchen « — m ungerade ist betrachte 

man noch die Differentiation von V nach o, welche für r = 0 aus 

(/*) das Product eines endlichen Werthes, der nicht verschwindet in 

1 dP*(cos 6) 
cos0 30 

hervorbringt, also für cos0 = O offenbar unendlich wird. Es dur- 
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fen also in F, die Q nicht mehr auftreten, und unser obeu gefun- 
dener Werth für Z** ist allgemein, auch für ein imaginäres e gültig.] 
Es bleibt zur vollständigen Lösung unserer Aufgabe nur noch 
übrig, die d f t im ersten, y, ß im zweiten Falle zu bestimmen. 

Indem für r = r, welchem Werthe Q — — = 4f entsprechen mag, 

Z* in F* übergehen rauss, entwickele man Letzteres zu leichterer 
Vergleichung vermittelst Anwendung des schon oft gebrauchten Aus- 
drucks von P*(co»y) nach Cosinus und Sinus der Vielfachen von ty. 
Dann ist mit Pi(cosö) cosmi// in IT multiplicirt 

(-lf J dß, sin 0, K(cos 0, ) I f{6 K , vOcosmtft dif> t , 

dagegen in ZJ resp. Z? für/o = 

so dass man unmittelbar d m und durch Gleichsetzung der Aus- 
drücke der letzten Zeile ^ mit denen der vorhergehenden erhält. 
Hätte man die Factoren von Pl(cos0)sinmt// verglichen, so wäre 
aus Y H ein Werth wie der obige nach Vertauschung von coswit//, 
mit sinm^, hervorgegangen, aus den Z resp. 

Man erhält daher schliesslich als Lösung der Aufgabe durch 
Einsetzen der Werthe ß, y, etc.: 

(io) ... « Ä 2giT ( -ir<^ft(cp.«x 

f n dd x sin 0 k PI (cos 6 t ) f 2n f(0 i , y x ) cos m (xp - ) 



(10,o)... ZT =^±1 m £\-if a' m -^-K (co.O)X 

fde i *\aO t K (cob 0, )f*"f(9> , V, ) cosmty - V, ) <ty, . 

0 0 

Eine weitere Reduction, wie sie bei der Aufgabe für die Kugel im 
§. 6 möglich war, ist hier trotz vielfacher verschiedenartigen Ver- 
suche, so lange die Buchstaben allgemein bleiben noch nicht mög- 
lich gewesen. (M. vergl. p. 332.) Damit man bei diesen oft ange- 
wandten Formeln die Bedeutung der eingeführten Buchstaben, so 
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weit sie nicht Functionszcichen sind, vereint finden kann, wird noch- 
mals erwähnt, dass r, yr*— e\ y'v 3 — e* die Achsen der gegebenen 
ellipsoidischen Flache sind, dass r = esr, r = eg und 

(l.3.5...(2n — l)) 2 



Jl(n + m) II(n — m) 

n = / 1.3.5...(2k-1) \ 8 
" M.2.3... n ) 

gesetzt wurde. 

§. 13. Es soll jetzt die zweite Methode zur Darstellung von 
Rr l auseinandergesetzt, also gezeigt werden, wie man mit Hülfe 
der Entwickclungcn des §. 12 nach den Andeutungen des §. 7 die 
im §. 9 bereits aufgefundene, nach Kugelfunctioncn geordnete Reihe 
für Ä"" 1 ableiten kann. Da R~ l ein Potential wie V a des Punktes 
Q, 0, V ist wenu q > g t gedacht wird, so muss es die Form 

— — 2Z*, 
R M 

Z n = y:(d m coBmiff-\-t m s\nm^)Q n u (Q)PZ(cosO) 

m 

haben; es würde als Potential von Q t ) 0 if tp t die Form 
T = 2(y m cos + ß m sin ro V t ) P n m ( ft ) P: (cos 0, ) 

M 

besitzen: man kann zeigen, dass für jedes n, Z* und f überein- 
stimmen. Man beweist nämlich unten aus der vollständigen Sym- 
metrie von R nach 6 und 0, , ferner nach rp und ip i (nicht nach p 
und g l da £ > ^ angenommen ist), dass die Entwickelung nach 
den Z, welche doch ursprünglich eine nach Kugelfunctionen in Bezug 
auf 0, yj fortschreitende ist, auch eine solche in Bezug auf 0 lf Vi 
sei, d. h. eine solche wie die nach den £: daraus folgt unmittelbar 
die Identität von Z und {. 

Zum Beweise geht man davon aus, dass dio Entwickelung 
irgend einer Function von 6 und (p — tp — tp l nach Functionen der 
Gattung P in Bezug auf 6 und <p zugleich eine Entwickelung in 
Bezug auf 0 und \p oder 0 und ist, und umgekehrt. In der 
ersten Eigenschaft kann nämlich das w ,e Glied 



m — i» 



= 2 {k m cos nup -f- l m sin mep) P£ (cos 0) 
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gesetzt werden; das t» te Glied vorstehender endlichen Reihe behält 
nach Einsetzung des Werthes von rp die gleiche Form in Bezug 
auf 0 und y oder Es verwandelt sich nämlich in das Product 
von und von 

(k m cos m\p i -f l m sin m\p { ) cos mtp -f (k m sin m\p l — l m cos roip, ) sin mip ; 
die Factoren von cosmtp und smmxp sind aber in Bezug auf y> Con- 
stantc. Hier hat man den Beweis des Directen: um auch das Um- 
gekehrte nachzuweisen, hat man nur zu erwägen, dass nun gezeigt 
ist, wie die Coefficicnten 8, £ bei einer Function von (V~ Vi) un( ^ 
0 beschaffen sind, welche in Bezug auf 0 und \\t nach Kugclfunc- 
tionen entwickelt wird. Setzt man das m* e Glied im n** n gleich 

(d m cos m(f -f- t m sin m\p) P n M (cos 0) , 
so werden die Coustanten 8 und « aus anderen, k und / die kein 
enthalten durch 

8 = k cosm^ -f / sinmty^ 

t = Ä sin 7»V t — /cosm«^, 
zusammengesetzt sein müssen. Hierdurch hat man auch das Um- 
gekehrte bewiesen, und weiss daher dass Z* als Glied der Reihe 
für welches eine Function von tp — y; i = g> ist, die Form hat 

Z n = -£•( 8 n m cos m (y - % ) + £ sin »*('/' )) (?: (?) K (cos 0). 

m 

Da R seinen Werth nicht ändert wenn \p — \f/ i mit — ip vertauscht 
wird, so muss e verschwinden. Ferner ist das mit cosw(^/-^^ 1 ) 
multiplicirtc Glied in der Entwickelung von R~~ l nach Cosinus der 
Vielfachen von (tp — ip t ) f 

n 2°3* m Q n m (Q)K(cos0), 

n—tn 

sicher symmetrisch nach 0 und 0, , welches letztere in 8 vorkommt, 
so dass, wenn man für 3 mit Hinzufügung des Arguments 8(0^ setzt, 

£3^)1^(^6)01(9) = ZSlWKicotO^QliQ) 

n n 

wird. Das in gleiche Q Multiplicirte, d. h. dl(0 ( )P£(cos0) und 
d« (0)/ > «(cos0 l ), muss gleich sein, d.h. es muss 

werden, wenn a eine Constante bezeichnet, die allerdings noch q, 
enthalten kann. Stellt man die Resultate zusammen, so weiss man 
dass bei Entwickelung von R~ l in Bezug auf 0, f entsteht 
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80 dass die Reihe der Z zugleich eine Entwickelung in Bezug 
auf 0, und bildet, also Z" = f* gesetzt werden kann. Setzt 
man die m l ' n Glieder in Z" und £" gleich, so wird 

(^cosm^+^sinmi//,)?;^) = a M co8i»(^ — »//JP^costf) CC(p) 
wo a nur p,, /? und y nur v> Q ohne Indices enthalten. Hier- 
aus folgt unmittelbar dass 

werden muss, wenn 6 eine rein numerische Constante bezeichnet, also 

■ • z*="i"6„«:(cosö)K(co8ö I )p:(e,)(?"(e). 

m — 0 

Um schliesslich 6 zu bestimmen / mache man in 

? und Q t unendlich, doch so dass ein endliches Verhältuiss a 

erhält, welches natürlich < 1 ist. Dadurch geht die linke Seite 

in — - — über, oder qZ verwandelt sich in — P"(cosy). 

eyl — 2acosy-|-a a e 

Aber QQ n »(Q)K(Q t ) wird dann (&-)", so dass 

b m = a m 
e 

gefunden wird, und dadurch Z" den Werth annimmt, welcher p. 320 

für — Y* schon durch (8, a) gefunden war. 
c 

§. 14. Im §.12 wurde erwähnt, dass im Allgemeinen die 
Gleichungen (10) eine Vereinfachung nicht gestatten; der Umstand 
nämlich, dass in den Nennern nach Grössen P£ oder 01 vorkom- 
men, verhindert die Ausführung der Summation. In einem be- 
sonderen Falle, wenn nämlich dasEUipsoid sich in einen 
Kreis verwandelt, lassen sich aber diese Functionen im 
Nenner gegen ähnliche im Zähler umtauschen und nach 
dieser Umformung kann die betreffende Reihe durch keine andere 
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Transcendente als aretang suinmirt werden. Soll das EUipsoid in 
eine Kreisscheibe Übergehn , so wird c imaginär = ti und r = 0. 
In diesem Falle sind nämlich die Coordinaten der Grenzfläche x = 0 f 
y = «sin0 cosi//, z = t sin 0 sin also die Fläche wird in der That 
Kreis ; 0 ist in Bezug auf jeden Funkt eine solche Grösse , dass 
ta'inO die Entfernung des Punktes vom Mittelpunkte des Kreises 
bedeutet. 

Setzt man zur Abkürzung unbeschadet der Allgemeinheit * = 1, 
so ist die Aufgabe, welche hier behandelt wird die folgende: Das 
Potential eines beliebigen Punktes 0 in Bezug auf eine Kreis- 
scheibe mit dem Radius 1 soll gefunden werden, wenn dasselbe 
für die Punkte in der Scheite selbst gegeben, =f{0, tfj) ist. Nimmt 
man später im besonderen Falle an, dass f von unabhängig sei, 
so hängt das Potential eines jeden Punktes auf der Kreisscheibe 
selbst nur von der Entfernung vom Mittelpunkte sin0 ab. 

Es verwandelt sich hier g — — in —ir, und oder — = — tr 

* e e 

in — Ot, wenn — Oi zwar 0 ist, aber wie früher die Grenze einer 
negativ rein imaginären Grösse bezeichnet. Die lineare Coordinate 
kommt hier nur in der Verbindung 

0(9) 

vor, und dieser Quotient ändert sich nicht wenn q und zugleich 

mit — q und — vertauscht werden, so dass man für ihn auch 

setzen darf. In dieser Untersuchung soll die Grösse ri, nicht 
wie es früheren Feststellungen entspräche — ri, durch g bezeich- 
net werden. Das gesuchte Potential ist dann nach (10) 

V a = f n d6 i sinfl, /*>(*, , %)Sd^ , 

II u 

A " = - I" ( '" 1) " o -' p, " (co9<>)p '" (c08ö ' ) fe^ c0f,m ^ 

Wir beginnen mit der Transformation des Quotienten 
der beiden Q 9 der nach (45) auf p. 153 gleich 



Digitized by Google 



334 Rotationsellipsoid. §. 14> 10. 

( . f* cot mit dt 1_ /* coBmitdt 

W '"*L (e4-co8i/y^r i: r +1 -/ (co8< +1 

wird. Den Nenner bestimmt man numerisch indem man e 1 = x 
setzt, wodurch das Integral in 

m+« — 1 

dx 



oder in 

n + ro-f 1 j, «— m+l 

2 2 
o w - 

I\n+1) 

übergeht. Bezeichnet man das Integral für den Augenblick durch 
J m , so wtlrdo das Product 

n-f m-f 1 r «-f-m-f-2 w— w-f- 1 r n — m 

r r „ 2*2*2*2 

oder gleich 2n ^("+^)iT(n -m-1) ^ ^ ^ ^ ^ 

Werth von / m die Form 

1 n(n)n(n) 



J m 2nn{n+m)II(n — m—l) 

annimmt. Man bezeichne nun durch s eine positiv reelle Grösse, 
die man sich verschwindend denken kann, und setze $% = <r, so 
dass a wie q rein imaginär wird. Dann ist J m +i gleich 

cos(m+l)t<tff ( . 

% J, (c+cosit^—ir 1 ' {a -° h 

oder nach (45) 

7I(n-H»+l)ir(»-«-l) 
" 2 * JI(n).1.3...(2»+l) 

Dadurch geht der ganze Nenner von (a) zur (— l) ten Potenz in 

k } (» + a+I (* -cosiw /a^-l)"cos(m+l)ttf rfw; (<r=0), 

über, und dies gilt, wie man nachträglich einsieht, noch für n—m, 
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worüber bei der Aufsuchung dieses Wertlies noch Zweifel obwalten 
könnten, indem bei derselben n — m als Nenner auftrat. 

[Zur nachträglichen Verif ication: Da <r = t*, so bringe 

man das vorstehende Integral in die Form von (45, a) 

/nrccot£* 
(a — cos u fa * — 1 )" cos (m + 1 ) u du ; 

wird s = 0 gesetzt, so entsteht: 



2 

cos" w cos (m 4- 1) « ff m. 



4) 

Bekanntlich ist dies 



2 2 
also der ganze zu betrachtende Ausdruck 

»-+' r(«+i) 

2» _n-(-«t+l _,«— m+1 
r — 2— r — 2— 

was er auch sein sollte.] 

Zur ferneren Umgestaltung benutze man die Gleichung (6) 
des §. 55, aus der, wenn man x — a und a = 0 macht, folgt, dass 
für o = 0 unser Integral mit dem Factor (n-\-m-\-l) gleich ist — »mal 
dem Differentialquotienten desselben Integrals, in dem nur m+1 
durch m ersetzt ist. Wird noch ausserdem der Logarithmus durch 
seinen Werth — tarecotg* ersetzt, und fUr tu die Veränderlichen 
eingeführt, so verwandelt sich die (— l) te Potenz des Nenners in 

( \\* Q /»arecotg» 

— 5- / (o-— cos« yV— 1) cosmuri«; 

n ° u 

(<y = 0) ; (o< arc cotg* < -^)- 

Diesen Ausdruck setze man in A m ein, so wird diese Grösse 
gleich dem Werthe des Differentialquotienten einer anderen nach a 
oder nach is für * = 0. Macht man 

A * = (^~)i ( * = °) ; (o<arccotgs<!); 

> 

so hat man endlich 
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nB m = (-1)" +I i I?\-l) m alP:(co*d)P:(co&O t )cosmcpx 

Nachdem jetzt die zu summirende Reihe zweckmässig in der 
Art umgeformt worden ist, welche am Anfange dieses Paragraphen 
angedeutet wurde, so kann man zur Summation Ubergehen. Da 
der im §. 42 mit %p Q bezeichnete kritische Winkel, welcher bei 

der imaginären Substitution vorkam, jedenfalls über — liegt, und 

ti unter — bleibt, so ist diese Substitution hier gestattet, und 
z 

dalier nach §. 58 das Product aus cos mu in das Integral nach I 
gleich 

/* cos mit dt 

— + COs(t*-«) T/g^y* 1 ' 

Vereinigt man in dem Ausdrucke von B alle Glieder, welche den 
Index m enthalten, betrachtet also 

2 ( — 1 a n m P£ (cos 0) P* (cos O^co&mcfmit, 

und setzt 

cosmqpcosfntt = |cosw(t^-f-9))-f |cosm(if — q>), 
so wird die Summe nach ro gleich 

if(«)+iP"(/9), 

wenn zur Abkürzung 

a = cosöcos^-f sintfsinÖ^os^J — q>), 
ß — cosflcos^+sintfsu^cos^f-fqp) 

gemacht ist. Es verwandelt sich dadurch 2nB n in 

K -L 4 (p+co^l-«)!^)"^ 

vermehrt um den Ausdruck, welcher im übrigen dem vorstehenden 
gleich ist, in dem nur ß für a vorkommt. Führt man in dem 
letzteren — t ftlr / ein, wodurch F(ß) in f(cr) übergeht, so fin- 
det man endlich 

2*£. = (-ly+'ifrta) Udt, 
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wenn U die Summe der beiden durch die nachfolgende Formel mit 
doppeltem Zeichen dargestellten Ausdrücke ist: 



(6) ... f 



•rccol»« (ff— COSK ^a 1 — l)"du 



(*+oo.(«±ii)i'e*-i)"- hi 

Durch Vergleichung derselben mit den im §. 75 vorkommenden 
Formeln erkennt man leicht, dass (b) eine Function Q n darstellen 
wird; da der liier vorkommende Fall dort nicht genau in gleicher 
Form auftritt, so möchte es zweckmässig sein, die allgemeine Me- 
thode, welche man dort kennen lernte, dem vorliegenden speciellen 
Falle anzupassen. Setzt man, wie im ersten Falle des §. 25, p. 65 

ocos*i?-f Vo* 4 — 1 

cos ii - 



sin» = 



<r+costt3 |V — 1 ' 

<T+ COStt? }/ff 2 — 1 ' 



— COS ti ) V — 1 = , 

a-f costt? ya — 1 



idv 

du — 



0*+ cos to }V— 1 ' 

• > 

so wächst v von 0 bis oo , während w von 0 bis zur oberen Grenze 
zunimmt; der Zähler des Ausdrucks unter dem Integrale wird nach 
der Substitution idv; der Nenner die (w-f- Potenz von 

wenn man 

y = £0 + C08t< iQ* — 1 )V — 1, 
COS* — 1 = ?}V— l-j-COSt«.(T}/^ — 1, 

sin x vV a ~ 1 = a iut< ]/(> 2 — i 

macht. Nun ist y negativ reell und >1, indem o, ff rein imaginäre 
positive Grössen bezeichnen, daher wird y s — 1 positiv; wenn man 
Yy* — 1 wie bisher immer mit demselben Zeichen wie y, d. h. mit 
dem negativen nimmt, so zeigt sich dass cos* reell und positiv, 

sin* gleichfalls reell, also % reell und ist. Es reducirt sich 

folglich die Summe der zwei Integrale in (h) oder U auf 

dv 



.r* dv r 

% J (y + C os( X + iv)fy—iy> 1 J 



(r+co»(z-tü)|//-iy u ' 

Heine, Handbuch d. Kugelfunctionen. 22 
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d. h. auf 

.r dv^ 

^ (y+cos(^ + rc)) / ^l)' ,i,; 



oder wegen des Werthcs ^<i^, welcher die imaginäre Sub- 
stitution (p. 110) gestattet, a«f2iO"(y). So findet man endlich, da 

Q'M = (-i)" +, 0"(-y), 

wo übrigens — y positiv und grösser als 1 ist, 

nB m = -f*r(a)Q n (-y)dt. 



Geht man auf S zurück, so ist es der Diflerentialquotient eines 
Ausdrucks, der C heissen mag, nach s für s = 0, also 

(,)... S = ^, (i = 0), 



Die letzte Reihe kann man durch die schon häufig benutzte For- 
mel (14) auf p. 39 siunmircn, und dadurch C in 



c= i r ^ 

ktfj —Y—CC 



verwandeln, wenn nur M{ct-\-} f a' 1 — 1) < M(y + ] , y 1 — 1) wird; diese 
Ungleichheit findet in der That statt, wie sich durch ein Verfahren 
zeigen lässt, welches dem auf p. 318 bei ähnlicher Gelegenheit an- 
gewandten entspricht. 

/ — ; 

[Man macht a = pcosqr-f i yp 2 — 1 sin q, d. h. 

pcosq = costf cos0, -f sintfsintf, cosqpcosi* 

sin i J 



V/T 5 — 1 sin </ = sin 0 sin 0 t sin (p 



i ' 



es ist dann Jlf (« -f j-'a* — 1 ) = /> 4" iV* ~ 1 • Wh* zeigen, dass p im- 
mer ^cosi/, welches zur Abkürzung s sei. Zunächst wird für z=l 
pcosqr — cos 0 cos 0, -fsintfsintfj cosgp, 
]///'— l sin<7 — ®> 
also sin/7=0 und p genau 1, also = ». Dass ferner bei wachsen- 
dem s und festgehaltenem 0, etc., /> nicht >s werden kann, lässt 
sich folgendermassen zeigen: Macht man 
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COS 0 cos 0, = o, 

sin 0 sin 0 ' = 6 , 

so wäre sonst 

a-f 6cos<p.s < sscosö, 

b&\nfp)U 2 — 1 < sintfjV — 1 , 
d.h. osingp<sina, also 



1 > 



(ocosqp-f -f b'sm'fp 



»* , « ob . a' 
> 0 '-|-2 — cosqp-f^, 

cl. 1). es müsste 1 die dritte Seite eines Dreiecks übertreffen, dessen 
eine Seite 6 — sin 0 sin 0,, dessen zweite =— < cos 0 cos 0 ist. 
Dies kann nicht geschehen, da a+ftg 1. Es bleibt dalier;; unter 
s, oder p + 1 unter s-f-]V — 1, während die negativ reelle 
Grösse y, selbst für ff — 0 noch absolut grosser als z, daher 

wird. Die obige Summation ist also gestattet.^ 

Man hat nun, wenn für q und 6 die ursprünglichen reellen 
Grössen g — ri, a = si eingeführt werden, wodurch — y sich in 
r*+cosil}V+l}'?+l verwandelt, für C den Werth 

(d) ... -\n 2 C = 
dt 



rs cos0cos0, i eost<( |/ r* i 1 j/F7 1 -sin0sin0, cosf^-sinösinÖj sinr/>sini/ 
Nach den Entwickelungendes §. 42, p. llf), da rs— cos0cos0, nicht 
immer positiv bleibt, wohl aber das A+B der Formel (31, a), [nämlich 

A + J5 = r s f } / r T +T + 1 — (cos 0 cos 0, + sin 0 sin 0, cos q>) 
ist positiv, weil die zu subtrahirende Grösse nie 1 überschreitet], 
wird nun 

« 1 4 l'S — COS0COS0. / _ *l\ 

— 2nC = — areeotg g L , < arc < y J 

wenn rs — cos 0 cos 0, positiv ist, im anderen Falle 

1 / COS0CO80, — rs \ 
= -_^arccotg -J n y 

Die positive Grösse E bezeichnet hier folgenden Ausdruck 

£ 3 =r' i - r .s 2 -fsin , 04-8ia !, 0 1 -f2rscos0cos0 l — 2)/r^)/s^7sin0sin0 1 cosg>, 

22* 
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ist also die geradlinige Entfernung der Punkte (r, 0, y) und 
(s, n—0 i , tpi). Da ira zweiten der obigen Fälle mit -f eine Grösse 

multiplicirt wird, die zwischen — und n liegt, so fasst man beide 
Formeln in die eine zusammen 

/n\ o 1 r* — costfcostf, 
(11)... — 2/i , (7 = -g-arccotg ^ L , 

in welcher der arc positiv, zwischen 0 und n genommen wird; man 
fuge noch die Gleichung aus p. 338 hinzu: 

(11, a) ... S=g, (t = 0). 

Den Werth S setzt man schliesslich in V a ein.. Eine Ausführung 
der Differentiation, nach der man * = 0 machen kann, bietet offen- 
bar nicht die geringsten Schwierigkeiten dar, aber eben so wenig 
einen Umstand, der hier von Interesse wäre. 

Der besondere Fall, in welchem f(0,yi) von ip unabhängig 
ist, und in dem es mit f(0) bezeichnet werden mag, erlaubt noch 
eine weitere Reduction unserer Ausdrücke, da nun f vor das in- 
nere Integral tritt, und V a auf p. 333 sich in 

verwandelt, wenn 

/In 
Sd% 



gesetzt ist. Offenbar wird, entsprechend (11, a) 

ds' 



6 = 57* 



wenn man 

Cdxp { 

macht; während C auf arc cotg führte, wird S, wie gezeigt werden 
soll, ein elliptisches Integral geben: ist dieses gefunden, so kann 
wie in dem allgemeineren Falle, die Rechnung abgebrochen werden. 

Am bequemsten kommt man zum Ziele, wenn die Integration 
nach t//, an C in der Form (d) ausgeführt wird, zu welchem Zwecke 
man den Kenner des Integrals, der bisher nach costf und siui/ 
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geordnet war, d. h. die Form hatte 

a+6coat<-f csini* 
wo a, b und c kein t enthielten, nach xp, , oder was hier genügt 
nach g> auf 

a + b co s q> + c s i n fp 

bringt, wo 

a = rs - cos 0 cos 0, + /r' + 1 }V + 1 cos i t 

b = — sin0sin0, cosif 

c = — sin 08111 0, sin tt 
gemacht ist, und a, b reell, ersteres selbst für 5 = 0 positiv, c rein 
imaginär wird. In ähnlichen Fällen haben wir schon früher das 
allgemeine Prinzip erwähnt, nach welchem eine solche Integration 
nach qp = # — Vi statt nach y,, von 0 bis 2n ausgeführt werden 
kann. Man erhält dann aus p. 132 

h a — ocosqp — csin9> ~~ yV — 6 3 — c*' 



wo 



a'- 6 9 — c J = (r* — cos 0 cos 0 t + )V+1 )V-f-l cos t f)* — ßin ' <?sin ' ö i 
offenbar noch für * = 0 positiv bleibt. 

[Setzt man nämlich a a — o 9 — c 3 = M\ indem man §.47 den 
ersten Fall beachtet, nimmt M positiv, und 

a = M.x 

b = M. }V— 1 cos* 

c = M ,ya> 3 — 1 sin#, 
so ist a; positiv reell und grösser als 1, also cos* negativ reell, 
und sin* rein imaginär mit dem Zeichen von — sini<; es hat also 
X die Form * + wenn v eine rein reelle Grösse ist, welche das 
Zeichen von t besitzt etc. ete. 

Bequemer führt Jacobi's Ausdruck auf p. 133 zum Ziele. 
Die Bedingung («) dort, welche hier erfüllt wird, verwandelt sich 
nach unserer Bezeichnung iu 

?«• 

In der Tbat ist 

a+b = rs — cos 0cos 0, -f cos it{} ! r a -J-l jV -f-1 +sin 0sin 6 i ) 
selbst noch für t = 0 positiv.] 
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Mau hat nun für (5 seinen Aasdruck durch ein elliptisches 
Integral 

dt 



Yfr+l} / s I ^co&U-t-rs~con(0— 0 X ) .j/] / ir i +iY* ,, + lcost7+r*--co8(ö+ö l ) 

gefunden; dieses kann man durch bekannte Trausforrnatiousformclii 
wie sie z. B. Luchtcrhaudt im 17 ,p ", Kichclot im 34 str " Baude 
des Crellc'schen Journals angegeben hat, in die canonische Form 
der elliptischen Integrale bringen. Zur Abkürzimg setze man 
p = reosö tu — *cos0, 

q = )/P+T sin 6 n = j^+T »in 0 i , 

und hat so Grössen eingeführt, deren geometrische Bedeutung man 
leicht erkennt. Führt man im Integrale cosit^y statt t ein, so 
entsteht: 

dy 



= r e - 7 — 



wo « = 1 , d = —1 

/? cos(fl — fl ,)— rs 



Dann wird 



^ 1 /'*» <ta 



wo a? 0 , a-, , /r, J)f folgende Werthc annehmen: 

__4« i _ _ _ 

cos 0 cos 0, — rs 

X> ~ V?+Il9+T-sinösiii(?, 
Hier sind zwei Fälle wesentlich zu unterscheiden: 

1) Ist x x negativ, so wird erhalten 

= i(^-/'',/T=^^v)' 
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rs — cos0cos0 f 
9 ~ y'? ä +i|/"i 5 +T|— sin 0 sin 0, ' 
wenn Ä', wie üblich, das ganze Integral bezeichnet. 

2) Ist rr, positiv, so wird das Integral von —1 bis x x gleich 
einem von —1 bis 0 oder K, vermehrt um eines von 0 bis x r 
Man findet also 

-*e = 1 fK+ /"' dx ^ 

M\ J yi-x'fi-k'x'J 

* ~ } f ^+i - sin 0sin 0, ' 

wodurch auch der besondere Fall erledigt ist. 

# §. 15. Es bleibt noch übrig, die Art mitzutheilen auf welche 
der Nachweis gelingt, dass die Entwickclung von R nach Kugel- 
funetionen, wenn sie auch wie im §. 9 unter der ausdrücklichen An- 
nahme erfolgt ist, dass 0 nahe Null sei, noch für die übrigen Werth© 
von 0 gültig bleibt. 

1) Setzt man tang-^ = M, wodurch 

sin 0 = — cosü ~ — — s 
1 + ti , 1-j-ir 

wird, so verwandelt sich R und RT l in eine Function von w, welche 
endlich, monogen und monodrom bleibt so lange u Werthe annimmt, 
die sich höchstens um eine wenn auch kleine Grösse über die 
Achse des Reellen erheben oder unter dieselbe herabsinken, also, 
um dasselbe mit anderen Worten zu wiederholen, so lange u nicht 
aus einem wenn auch schmalen Streifen S heraustritt, der in un- 
endlicher Längenausdehnung die Achse des Reellen umgiebt. In 
der That ist dies wie bekannt der Fall, wenn es einen solchen 
Streifen giebt, in dem R nie verschwindet. Es kann aber R für 
kein reelles 0, also für kein reelles u verschwinden, weil soust 
zugleich 

x = x^ y = y 4 ; » = 3, 
wäre, was unmöglich ist, da die Punkte (x, \j } z) und (x t 
verschiedenen cllipsoidischcn Flächen angehören, wenn man r und 
r, festhalt, und 0 und \p, auch 0, und rp i alle möglichen reellen 
Werthe giebt. Hieraus folgt unmittelbar, das für jedes festge- 
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haltene r, r, , 0, , \p x , \fj nur solche u die Grösse R zu Null inachen, 
welche nicht auf der Achse des Reellen selbst liegen, so dass ein 
Streifen a mit derselben Eigenschaft noch existirt, wenn man auch 
0i> Vi> V a H e möglichen reellen Werthe giebt. Setzt man fest, 
dass für ein reelles u immer R die positive Grösse sei, so ist R 
im ganzen Streifen o vollständig bestimmt. 

2) Die Grösse R~ l , in der 0 durch u ersetzt ist, wenn m ir- 
gend einen ihm in a zukommenden Werth hat, lässt 6ich nach dem 
Satze von Dirichlet immer in eine convergente Reihe von Kugel- 
funetionen in Bezug auf 0 { und tp l entwickeln, so dass 

J n—ao 



wo 5-)* als Doppelintegral durch §. 98, d gegeben ist. Die erwähnte 
Formel liefert, wenn man die dortigen Zeichen beibehält, die Ent- 
wickelung einer Function f(0,ip) nach Kugelfunctionen in Bezug 
auf 0,ip\ ist t> ein in f vorkommender Parameter, in Bezug auf 
welchen f endlich, monogen und monodrom bleibt, wenn © nie aus 
einem Räume a heraustritt, so ist dasselbe mit sin0, f{O t , t/;,) JMcosy) 
der Fall, also mit dem Integrale nach und O x zwischen end- 
lichen Grenzen 0 und n resp. 2n, also mit dem n ,en Gliede der 
Entwicklung von f(0, \ft). Hieraus folgt, indem man statt t>, 6, 
hier tt, 0 lf ip. und 

f (0 >> = i 

setzt, dass 9) n endlich, monodrom und monogen nach u in dem 
Streifen a bleibt. 

3) Ist u reell und nahe Null, so kennnt man den Werth von 
aus §. 9 Gleich. (8, a), und sieht dass es eine ganze Function 

w ten Grades von sin0 und cos0, das dortige — Y* ist. In u um- 

gesetzt, wird es eine rationale Function von u, die endlich bleibt 
wenn man die Breite von o, sollte der Streifen sich bis auf +» 
ausdehnen, in einem schmaleren S zusammenzieht. Es wird daher 
für alle u des Streifens S, — für uns genügt dass man weiss für 

alle reellen u — die Function ty n mit — Y n übereinstimmen. 
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§. 16. Zum Schlüsse dieses Kapitels ist noch das Historische 
über die hier behandelten Aufgaben mitz titheilen. Lame* hat für 
die dreiachsigen Ellipsoide im 4 ,en Bande des Liouville'schen Jour- 
nals vom Jahre 1839 die hier in Frage kommende Aufgabe aus 
der Wärmelehre gelöst, welche wie man sah, mit der andern, im 
§. 12 behandelten übereinstimmt: das Potential, wenn es an der 
Oberfläche des Körpers gegeben ist, ftir innere Punkte zu finden. 
Auf die erste Abhandlung, welche die ungleichachsigen Ellipsoide 
behandelt, aus deren reichem Inhalte bereits in der Theorie Man- 
ches mitgetheilt wurde, und von welchem man noch Weiteres im 
folgenden Kapitel erfahren wird, Hess er in demselben Bande eine 
zweite folgen, in der er zeigt, wie die allgemeinere Methode sich 
für den speciellen Fall des Rotationsellipsoids gestaltet, — wie die 
im allgemeinen Falle auftretenden Producte der E sich in Producte 
aus trigonometrischen Grössen mit fertig gebildeten endlichen Rei- 
hen verwandeln. Somit ist die erste Lösung dieser Aufgabe auch 
für die Rotationsellipsoide von Lara 6 geliefert. 

In seiner Inaugural -Dissertation, die im April 1842 erschien, 
darauf im 26 8,en Bande des Cr eile' sehen Journals vom Jahre 1843 
hat der Verf. dieselbe Aufgabe behandelt, indem er das Rotations- 
ellipsoid zum Ziele nahm, und sie durch die Methode, welche im 
§. 12 angegeben ist, löste. Aus den Resultaten dieser Arbeit ist zu 
erwähnen, dass die bei Lame' auftretenden Reihen sich hier als 
die erwiesen. Dadurch dass man die bekannten Eigenschaften 
der P anwandte, bekamen die Endformeln auch in anderen Thei- 
len eine bessere Form, indem bei Lame' z. B. in den Nennern un- 
ausgeführte Integrale auftreten, die bei uns durch ihre einfachen 
numerischen Werthe ersetzt werden konnten. 

Das Resultat in der Form wie der Verf. es fand hat Lame* 
in seinem Werke: „Sur les fonetions inverses* vom Jahre 1857 ab- 
geleitet; der Theorie der Anziehung oder Wärme ist in dieser Schrift 
nichts wesentlich Neues hinzugefügt worden. Liouville bemerkt 
in seinen Arbeiten aus dem Jahre 1846 im XI. Bande seines Jour- 
nals S. 217— 236 und 261—290 gleichfalls, dass die besprochenen 
Functionen die P£ sind, und fügt am Schlüsse hinzu, dass er die 
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dort veröffentlichten Untersuchungen schon vier Jahre früher voll- 
endet habe*). 

Dieselbe Aufgabe für den äusseren Punkt (Aufsuchung von 
V a des §. 12) hat der Verfasser zuerst gelöst. 

Neu mann gab der Function Q* m , welche in V a vorkommt, 
und bei dem Verf. als hypergeometrische Reihe angewandt wurde, 
im 37* ,Pn Bande des Crelle'schen Journals die Form des §.59, fer- 
ner verbesserte er Lame* 's und des Verfassers Arbeit über V t in 
einem Punkte (im §. 12 ist derselbe hervorgehoben), indem er das 
Verschwinden gewisser Constanten, wenn die Eccentrieität imaginär 
ist, strenge nachwies. Zwar hat der Verf. im 2^) st '' ,, Bande des 
Crelle'schen Journ. nachträglich einen wohl genügenden Beweis 
hierfür geliefert; dieser ist aber viel umständlicher, und sicherlich nicht 
so naturgemäss, N e um a n n hat auch den magnetischen Zustand eines 
Ellipsoides bei vertheilendcn Kräften bestimmt. Zur Entwicke- 
ln ng von auf die es, wie man weiss hierbei ankommt, bedient 

er sich nicht der im §. 9 angewandten Methode sondern derjenigen 
welche im §. 13 auseinandergesetzt wurde, indem er des Verf. ur- 
sprüngliche Bestimmung von V t und V u durch Integration der Dif- 
ferentialgleichung J 2 V = 0 zu Grunde legte. 

Die Methode des §. 9 zur Entwicklung von R~ l nach Kugel- 
funetionen beruht auf den Prinzipien, welche der Verf. im 42 s,fB 
Bande des Crelle'schen Journals bei der entsprechenden Aufgabe 
für das dreiachsige Ellipsoid kurz mittheilte; Bedenken, welche 
ihre Anwendung erregen konnte wenn q zwar grösser als q x war, 
aber nicht so gross dass die Reihe für (a — ß)~ v im §.9 für alle0 
convergirte, sind durch §. 15 beseitigt. Das kurze Verfahren des 
§. 10 erscheint hier zum ersten Male. 

Ucber dio Aufgabe des §. 14, die Kreisscheibe handelt ein 
Aufsatz des Verf. im Monatsberichte der Berliner Akademie vom 
Jahre 1854, S. 5G4 — 572. Dort ist nämlich angegeben, dass die 
Summation der betreffenden Reihe auf arc taug führe ; es sind auch 
die Mittel erwähnt, durch welche die SSuminutiou geschieht, und 

*) C'est dans Ies fjuatre deniiers mois du l'annco 1842 que j'ai commcncc 
et urmind toulcs cos rcchcrchcs etc. 
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die Resultate welche sie verschaffen. Einer schrittlichen Mittheilung 
des Herrn Lipschitz verdanke ich die Nachricht, dass der Theil 
meines Resultates, welcher den allgemeineren, hier in der Formel (11) 
enthaltenen Fall betrifft, bei einer von ihm angestellten Prüfung 
sich unrichtig gezeigt habe, so wie die Angabc des richtigen Re- 
sultates. Den Fehler, welcher in einer Rechnung vorkam, die im 
Monatsbericht S. 568 nur beschrieben nicht ausgeführt wurde, und 
welcher dadurch entstand, dass bei einer Summation (in unseren 
Formeln der nach m) die Summenzcichcn sich auf zu viele Glieder 
erstreckten — aus diesem Grunde sind auch die Resultate im spe- 
ciellcn Falle richtig geblieben — , habe ich hier verbessert. Es ist 
unterdessen eine denselben Gegenstand betreffende Abhandlung des 
Herrn Lipschitz im 5S Men Bande des Rorchardt'schcn Journals 
S. 1 — 53 erschienen: „Beiträge zur Theorie der Vcrtheilung der 
statischen und der dynamischen Electricitiit in leitenden Körpern." 
In derselben werden die Q, welche im Nenner auftreten, wie es 
im Monatsberichte oder hier geschah, durch ähnliche Ausdrücke 
im Zähler ersetzt, so dass dort gleichfalls die Formel für nB u auf 
S. 335 den Ausgangspunkt bildet, nur mit dem Unterschiede, dass 
Herr Lipschitz zum Ausdrucke von Q sieh des Neu mann' sehen 
Integrals statt des in den Arbeiten des Verf. benutzten bedient. Nun 
wird die Summation ausgeführt, und giebt ein Doppelintegral, des- 
sen Werth Herr L. direct für eine besondere Lage -des Punktes O 
bestimmt. Er erräth dann den Werth desselben im allgemeinen 
Falle, und verificirt das Resultat, indem er es in die Differential- 
gleichung einsetzt, durch die bekannten Mittel. (Man vergleiche 
Dirichiet's Arbeit im 32 4Un Bande des C relle'scheu Journals S. 80: 
„Sur un moyen ge*ne>al de ve*rifier l'cxprcssion du notentiel relatif 
ä une masse quelconquc, homogene ou he*te*rogcne. a ) Die Abhand- 
lung im Monatsberichte erforderte complieirtcre Rechnungen, um 
die Formel für den speciellen Fall in eine zweckmässige Gestalt 
zu bringen : die Rechnungen zu der dort richtig angegebenen End- 
formel wurden im 53 slrn Bande des Borchar dt'schen Journal'»*), 

*) Di© Keduction der clliptischon Integrale in ihre kanonische Form, S. I9i> 
bis 230. Daselbst ist bei der Zusammenstellung der gefundenen Formeln 8. 2ü8 
irrthüralich der Modulus k für /r, gesetzt worden. 
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Dreiachsiges Ellipsoid. 



§. 17, 11. 



wenigstens für den Fall eines positiven rs — cos0eos0 1 vollständig 
abgeleitet. In der gegenwärtigen Arbeit führten, wie man sab, 
viel einfachere Rechnungen zu demselben Ziele. 

Drittes Kapitel. 

Das dreiachsige Ellipsoid. 

§. 17. Nach den Auseinandersetzungen der vorigen Kapitel 
übersieht man, dass es nur darauf ankommt eine geeignete 
Entwicklung der reciproken Entfernung zweier Punkte 
aufzufinden, um dann sogleich die Anziehung einer von zwei drei- 
achsigen Ellipsoiden begrenzten Schale mit gegebener Masse auf 
einen äusseren oder inneren Punkt ermitteln zu können. Diese 
Entwickelung wird hier nach der Methode des §. 9 vor- 
genommen, nach der zweiten Methode im §.23. Wir setzen 
x = r cos 0, x t = r, cos 0, 

y = ]V— 6 a sin0cosi//, y t = VrJ — fc'sinfl, cosy, 

*= yV 2 — c* sin 0siny/, = ir]—c* sin 0, sin tp t ,, 

und denken uns b und c entweder beide reell und positiv oder beide 

rein imaginär und positiv, ferner 

c>6; r>r t . 

Hält man r und r, fest und giebt 0, tft, 0, , % alle Werthe von 0 
bis n oder resp. bis 2a, so stellen also x, y, s, und x lf y x , z ( , die 
rechtwinkligen Coordinaten zweier Punkte P und P, vor, welche 
auf zwei confocalen Ellipsoiden liegen, P auf dem grösseren mit 
den Achsen r, )V— 6', ]/r*—c\ uud P, auf dem kleineren dessen 
Achsen r if yVj— 6% j^rj — c 3 sind. 
Indem wieder 

R = Kx-xJ + iy-yf + b-tf 
gesetzt und R positiv genommen wird, soll nun die Entwickelung 
von Ä _1 nach Kugclfunctionen in Bezug auf 0 und tp vor- 
genommen werden, wobei sich aus dem Resultate zeigt, dass diese 
zu gleicher Zeit eine Entwickelung derselben Grösse nach Kugel- 
funetionen in Bezug auf 0, und ist. Man stelle sich wieder 6 
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nahe an Null vor, weil die Gültigkeit derselben Entwickelung für 
andere 0 «ich später sehr einfach ergiebt. 

Man drücke nun, wie im §.9, R~ l durch ein Integral aus, 
wobei man sich vorläufig 0 so klein denkt dass x — x t positiv ist. 
Macht man 

a = x -f iy cosi?-f ix sini?, 
ß = x t -f iy^osti+iz^inri, 

so hat man 

(«o... x =y ^ 

Die Grössen a und ß sind nicht der Art wie die entsprechen- 
den Grössen in der Untersuchung über die Rotationsellipsoide ge- 
bildet, dass nämlich F(ß) oder Q n (<*) uumittelbar eine eiufache 
Entwickelung nach Cosinus oder Sinus der Vielfachen von y t oder 
xp gebe; dividirt man aber in (a) Zähler und Nenner unter dem 
Integrale durch 

y6'cos 8 i?-f- c'sin 9 »; 



und setzt 



a 

r = 



d- 



so dass (a) in 



J^* cos* i? + c f sin* i? ' 
ß 

/7t 2 \ g . 9 

\b cos y-\-c sin ij 



tlX 

sin*!? 



/2tt ■ 
yVcos^ + c'si 



(i 



übergeht, so kann man diese Formel behandeln wie (6) im §.9. 
Es wird dann 



r * , %ir % — 6*co8i? . A 

)/fc*cos*i?-f c*sin'f? ^'cos^ + c'ainV, 

, tVr 9 — c'sini? . . 
yVcos'iy + c'sra'i? 

während S aus y durch Vertauschung von r, 0, \p mit r, , 0 t , 
entsteht. Um die Grössen y und 3 leichter mit den ähnlich ge- 
bildeten * des §.66 und 67 zu vergleichen mache man 
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= ^ r . — =g |t 

y'6 2 co8 J i?-f c a sin a i? yA a c08 a i? + c 3 8iii a iy 

yo cos'j? + c sin i; f ö cos 17-f-c ain iy 

|'6"f08'JJ? + c 8,11 */ yO COS I? 4- C* 8111 

und findet 

y — £ cos0 +} / | J — IsinÖ cos(# — 
<5 = Ü.cos^-r-) iT^lsin^cos^-v/,). 
Für liinreicliend kleine 0 kann man (6), wie den ebenso nu- 
merirten Ausdruck des §. 9, in eine Reihe entwickeln, und erhält 

(i2) ... -J=Vr, 

*n <S y&Vos^-f-c sin rj 

Für P n (ö) und Q"(y) setze man ihre Reihen, und zwar ist in Bezug 
auf 0 der Fall ad 1 oder ad 2 des §. 75 zu beachten, indem £ bei 
reellem b und c reell, und bei hinlänglich kleinem 0 auch |co80>l, 
bei imaginärem b und r aber £ rein imaginär wird. Mau hat daher 



P n (ö) = 2 alP^cosO^P^cosmix-^), 
(2H + 1X?» -= 2 2z\-l) m P:(co*0)Q%$)co*m( X -y,) + £, 

IM-U 

wenn mit 3 der Theil der Reihe von (2«+l)0"(y) bezeichnet wird, 
dessen Glieder wie die de* ersten Theiles gebildet sind, aber ein m 
enthalten, welches 11 übersteigt; das Glied, welches »1 = 0 entspricht 
ist halb zu nehmen. 

Es wird im §. 19 nachgewiesen, dass 

>(<J)3 



(0) ... f 



dt} 



Yb'em'q + c'än'ti 
verseil windet, wodurch Y" , wenn man den Thci! von 0, wel- 
cher zu 3 addirt (2m +1 )Q"{y) ausmacht, T nennt, sich auf 

dl 



b 1 eos a t\ -f- c a ain a rj 

reducirt, alao zur Gattung P" in Bezug auf 0 und \p und 
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zugleich in Bezug auf 0, und ip t gehört, wie oben be- 
hauptet wurde. Bei der Behandclung der Rotationsellipsoide trat 
zwar auch ein solcher Theil 3 au ^ da aüer ^ r den besonderen 
Fall b = c auch x~Xi ~V wird, und P n (3) trigonometrische Functio- 
nen nicht höherer als des n 1 ™ Vielfachen von % x enthält, 3 da- 
gegen nur höhere Vielfache als das n x * von %; da ferner für 6 — c 
auch )^6 9 cos 2 jf+c^sin'i? von fj unabhängig wird, so ist für den be- 
sonderen Fall das Verschwinden des Integrals (c) klar. Wir über- 
gehen, wie gesagt, in diesem Paragraphen den Nachweis, dass (c) 
auch hier verschwindet, und beschäftigen uns mit (</), welche Glei- 
chung wir in eine bessere Form bringen. 

Denkt man sich für P"(d) und T ihre Werth c gesetzt und die 
Multiplication ausgeführt, so entsteht eine Summe von Gliedern, 
von denen wir irgend eines in's Auge fassen, nämlich das welches 
aus Multiplication des m tPn Gliedes in P mit dem p ,pn in T hervor- 
geht. Dieses enthält einen Theil der vor das Integral tritt und mit 

P n p 9 (*\ n» fZ\ C0 * m (Zi — Vt)™*P(z — V) <*>] 
I r m )V P (§) -======^ 

*f \b cos v + c sin ij 

mulliplicirt ist; dieses Integral wollen wir jetzt betrachten. Statt 
der Grenzen 0 und 2fi kann man zwei beliebige um 2n sich unter- 
scheidende, z. B. — ^- und wie es hier geschehen soll setzen, 

weil die Function unter dein Integrale sich nicht ändert, wenn man 
in ihr i; mit 2n+ n vertauscht; man zerlege dann das Integral in 

eines von — % bis ~, und eines von bis ~ welches letztere 
2 2 2 2 

man durch die Substitution tj = n+ £ auf die Grenzen — — und ~- 

z 

bringt. Für Werthe von rj welche sich um n unterscheiden, blei- 
ben | und dieselben, unterscheiden sich die entsprechenden % 
oder %i l,m n > es w » r( i a ^ s0 ^ a9 zweite Integral gleich ( — l) m l7> mal 
dem ersten, so dass das ganze Integral zwischen 0 und 2n gleich 

dem doppelten von — y bis y wird wenn m-\-p eine gerade Zahl 

• * 

bezeichnet, und dass das Integral verschwindet so oft m+p 
ungerade ist. 
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Löst mau durch die elementaren Formeln cobi»(£, — \ft t ) und 
coBp(x-ty) au *» 80 befinden sich unter dem Integrale vier Glieder, 

die aus dem Prodncte von ^»( & 2 Qptf) resp in 

fb* cos 4 *? -f-c* sin" n 

coa fm/>, cos prpcos m% t cos p# ; sin my t cos p tfj sin cos p# t * 

cosm^, sinp^cosm^, sinpj,- sinw^ ( sinptp sinro*, sinp*; 

bestehen; für entgegengesetzte tj bleibt | unverändert und % ändert 

sein Zeichen, nicht seinen Werth. Daher verschwinden das zweite 

und dritte Integral zwischen den gleichen und entgegengesetzten 
fi ji 

Grenzen — und — , und nur das erste und vierte bleiben übrig, 

die man dann auch zwischen 0 und — nehmen und verdoppeln 
kann. Unser Integral ist also 

4co 8 ^ 1 eos P v/ ? ^(^)0;(|, 7 ^^fft 

•/ \ h cos M + rsin" 



71 



]■' b* cos* tj -f c* sin' tj 

+ m»*, «in „Pk (Do; ® ;™f si °>*^ 

«/ l/> «AR «4-rsm 



y&*coa 8 fl4-c*sin*tf 

wenn m-fp eine gerade Zahl bezeichnet, dagegen Null fUr ein un- 
gerades fü-f p. Nennt man diese Grösse 44", so wird 

Y H = ± 2 (- 1 f a H m P" m (cos 0 { ) P m p (cos 0) A; , 

die Summe von m und p gleich 0 bis n, aber nur über die gleich- 
artigen m und p, und für p = 0, nicht aber für m = 0 die Hälfte 
genommen. 

Es bleibt noch übrig, die Grösse A, welche |, £, , # und 
enthält, so zu transformiren, dass sie direct durch die gegebenen 
Stücke r und r i ausgedrückt wird. Man behandele zu diesem 
Zwecke 

1) Die beiden Producte 

Pm ($, ) cos t»x i , PI (£, ) sin m%, , 
Functionen wie sie früher durch C m und S M bezeichnet wurden, 
deren Ausdruck durch die Stücke £, , — lcos/,, yif— lsinj, 
man §.71 und 'zwar in doppelter Form findet, einmal als endliche 
Reihe, dann als Integral. Wenngleich wir nur die zweite Form 
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benutzen wollen, so mag doch zur besseren Uebersicht die erste 
hier gleichfalls aufgeführt werden; verbindet man, um eine ge- 
meinschaftliche Formel zu erhalten, die beiden umzuformenden 
Producte durch Hht so wird 

P n (^)(cosm Xl ±iBmm Xi ) = (j^Tcos^+i /IFTsin^r^^), 
d. h. (indem man für und %\ mre Werthe durch r, und i) ein- 
setzt), gleich dem Producte von 

(y r J — 6 2 cos rj + i } f r ] — c' 2 s'm7)) m 
(y6 9 cos 8 ?] -f c 2 sin 2 fj) n 

in die Reihe 

r „-„_ (»-"O^-^- 1 ) (SWq+cWvK '+etc, 

also gleich der —n ten Potenz der Quadratwurzel )/6 2 cos*i?-f c 9 sin 3 i? 
in eine ganze Function von r, , die zugleich eine ganze Function 
von cos tj und sini? ist. 

Der Ausdruck unserer beiden Producte durch ein Integral 
wird aus der Formel des §.71 auf p. 182 gefunden wenn man dort 

cos 6 = 

isintfcosV = — 1 cos^ 
iaintfsini// = — lsin*, 
setzt; nenjit man den Integrationsbuchstaben a, und macht 

B = r, +yVj — 6 2 cosi?cosa + )/r a — -c 2 sinf?sina, 
so entsteht die Doppcl- Formel 

n.n(2n) . jcos/;^^ 1 /^V( coswa L 

2«- 1 iI(« i m)II{n- m) m[Sl I sinwi*, (]/& VosVrc Wi?)"^ < sinroal* 

2) Es folgt jetzt die Transformation von 

Qp (f) cospx, Ql (S) sin px , 
welche durch (46) auf p. 156 ausgeführt wird. Dort stellte %p, welches 
mit x 2U vertauschen ist während £ für das dortige x gesetzt wird, 

einen Bogen vor, der im Allgemeinen bis über — steigen durfte, 
indem bei uns der Fall §. 42 ad 3, in welchem \j) nicht erreichen 
durfte, nicht eintreten kann. Da tj also auch x nur bis — wächst, 

Heine, Hunübucü d. Kuyelfuncliouen. 23 



da. 
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so darf man die angezeigte Formel benutzen und findet zunächst 
JT(»+p)J?(n-p) - . j co8/>* = f* dt f cospi* 

und hieraus , wenn man 

C = r + }V a — o 2 cosi/ cosi<H-)V 3 — c s sin7? sinif 
setzt, für die rechte Seite 

Diese Werthe ad 1 und 2 hat man in Ap einzusetzen nnd dann 
Y in der verlangten Form gefunden; es wird nur erforderlich sein, 
die Rechnung bei dem Theile von A vorzunehmen, welcher aus 
den oberen Zeilen der betreffenden Formeln entspringt, d. h. die 
Cosinus enthält. Dieser Theil von A verwandelt sich nun, wenn man 

b _ (1.3...(2w— py 
p ~ n(n+p)II{n-p) 
macht, d. h. b 0 = aJJ, b p = \a n p} in 

2»+l b p 

-^—-ficosifi^i wsPV 

multiplicirt mit 

/ drj / B cosmarfof/ m r vl dt 

U O - x ^ 

für p = 0 die Hälfte genommen. Es lassen sich aber die beiden 
inneren Integrale von t] = — ^- bis 17 = nach Cosinus der Viel- 
fachen von in Reihen entwickeln, indem sie, mit gewissen Po- 
tenzen von 

yVcos a jy-r-c 9 sin 9 ij 
multiplicirt, in diesen Grenzen nichts anders sind als Constante mal 

K(^)co8mx l7 01 (g) cos im*, 
also sich durch Vertauschung von t] mit — 17 nicht ändern. Be- 

zeichnet man für den Augenblick zwei so beschaffene, von — — bis — 

gegebene Functionen von rj mit f(ij) und F(ij) f so ist die Cosinus- 
reihe einer jeden eine verschiedene, je nachdem man verschiedene 

Annahmen über die Fortsetzung von f und F zwischen +— nnd 
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±n macht. Würden wir z. B. die Function 

m= J*™v itdt 



—X 



TT 

so entwickeln wollen, dass auch über — hinaus noch F(tj) mit dem 

Integrale übereinstimmt, so wäre dieses nach §. 58 etwas ganz an- 
deres, als wenn wir, wie hier, festsetzen es solle dann noch F(rj) 

(,/6W, + cW^r l n(n) . 1 . 3 . (2»+ 1) V " W C0SPX 
darstellen, wodurch die Eutwickelung sich gerade einfach gestaltet. 

7t 

Wir setzen deshalb fest, es sei über tj = + — hinaus 

TL 

und für r\ < — sei F(?;) wie oben, und 

/in 
B n cos mada. 

<> 

Macht man dann 

F(fj) = > a Q +a, cosij + fl 2 cos2i?H- etc. 

f(y) = 1 b Q + 6, cos 17 -|- b t cos 2y -f etc. 
wo die Reihe für /*(>;) sicher mit ü*coswi7 schliesst, so wird 

Tt 

= 2rF{n)f(ri)dn 

weil »i und p gleichartig sind, also 1-f (— l) m+p = 2 ist. Man hat also 

TT 

~J F (n)f{n) d*l = la 0 b 0 + a, b t + a t b t + etc. ; 

«) 

ferner 

a q — — J F(tj) cos g»7 (fy 



71 



4 Z* 2 

= — J F(t]) cos qrjdtj 



23 
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wenn q mit p gleichartig ist sonst 0, und 

4 /•* 

b q = —/ f(if) cos qtj dt], = 0, 
je nachdem q mit m gleichartig ist oder nicht. Man findet also 

jf 2 F{n)f(*l)dri = ^1{J * Kn)™*W d n)(J fWcosqvdfj), 

die Summe nach q nur über solche q ausgedehnt, welche m und p 
gleichartig sind, und für q = 0 die Hälfte genommen. Setzt 
man nun 



TT 



t/™ = / cob qtjdtjj #" cos w« da 



0 II 



so wird der betreffende Theil von X 

(2n -f 1 ) ~ cos m^», cos pxf) 2 U™ W$ 

dem noch ein anderer hinzuzufügen ist, um A zu geben, welcher 
statt der Cosinus die Sinus enthält. Der erste Theil giebt als ersten 
Theil von r 

8 ( 2w+1 ) 2 (-1)%K(cos0Jcob™v^(cos0) coapyHUZW?, 
wenn jetzt auch ftir m — 0 die Hälfte genommen wird. 

Stellen wir alle Formeln zusammen, so entsteht also das Ke- 
sultat: Es ist 

(12) ... 4 = -s r. 

Ii n^U 

Um F* auszudrücken setze man 

(13) ... B = Tj + j/rJ — 6 2 cosiycos a + }/rJ — c a sin 17 sin a 

C = r + yV* — b' 2 cos rj cos it + }V — c 9 sin jy sin it 

_ (1.3. 5. ..(2/ 1-1))' 
^4; ... °p- n ( n+p ) n{n -p) 
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TT 

(15)... U^(r l ) = — J coBqtjdtjJ B n coamada 



71 



m x 1 f 2 J /^cosmt/,, 
W q (r) = — y cos qt} dtjj +l dt 



71 

•2;r 



m 

«9 



1 /»2 /»2;r 

(r, ) = — J sin qt} drj J B n sin ma dt 



71 

m / \ 1 f T . , /•"sinmÜ 



Dann wird 
(16) . . . 



.. f w = 8(2w4 " 1) w "(-i) p 6;p;(cos^)p;(cosö)x 

(cos roi//, cos q 2U~ (r. ) (r) + sin mxp, sin p \p 2 u* (r t ) (r)) , 

wenn für m — 0 ) p = 0, q = 0 jedesmal die Hälfte genommen wird, 
also z. B. wenn alle drei zugleich 0 sind nur der achte Theil, und 
man die Summe nur über die gleichartigen m, p, q ausdehnt; sie 
zerfällt also in eine Summe über alle geraden m, p, q vermehrt 
um eine über alle ungeraden. 

Die Voraussetzung dass 0 sehr klein sein müsse hebt man 
durch eine wörtliche Wiederholung des §. 15 auf, indem man nur 

ad 3 dort — Y mit Y vertauscht. 
e 

§. 18. Die Grösse Y ist vermittelst (16) durch vier Functio- 
nen, welche von r, und r abhängen, nämlich durch U, u, W, w 
ausgedrückt, die den Mathematikern zur weiteren Untersuchung 
empfohlen sein mögen. Jacobi hat sich in zwei Arbeiten über 
dieselben verbreitet, welche man im 15 ,en Bande des Crelle'schen 
Journals findet; die eine: Formula transformationis integralium de- 
linitorum ist bereits mehrfach erwähnt worden, die andere führt den 
Titel: De evolutione expressionis (/-t-2/'cos9>-f-2Z"cos<Jp , )" ,, in seriem 
infinitam secundum cosinus multiplorum utriusque anguli rp, ff? 
procedentem. 

Die Ausdrücke U und u sind offenbar ganze Functionen von 
r tf i r \—b 2 , i r \— c \ und die Integrationen lassen sich für jedes 
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gegebene n vollständig ausführen. "Wir verlassen dieselben, um 
noch etwas über die W und tc hinzuzufügen und zu zeigen, dass 
dieselben sich gleichfalls als geschlossene Ausdrücke darstellen las- 
sen, in denen nur noch ein elliptisches Integral, welches r enthält, 
als einzige Transcendente übrig bleibt. 

Man setze dazu cosmif , sinmtf, costf, sint/ in die Exponential- 
grössen 

f^+fTl j(e-' -«-<), etc. 

um; multiplicirt man ferner unter dem Integrale Zähler und Nen- 
ner mit e ( " +1)/ , so hängen die W und w von Integralen 



71 



ab, wo m eine ganze Zahl bezeichnet, welche zwischen 0 und 2n 
mit Einschluss der Grenzen liegt, und wo zur Abkürzung gesetzt ist: 

a = yr* — 6* cosif — t yr 9 — c a sin 17, 

y = yV 3 — 6 s cosi7 4- 1 ^r' — c 5 sin 17. 
Das innere Integral nach t verwandelt sich durch die {Substitution 
e 1 = x in 

und lässt sich nach bekannten Formeln auf J* 0 reduciren. In der 
That wird, so lange m > 1, 

J m = — 2 ( ffl — w — ! ) r 7 «-i_ (m-1)« ,«-2 

und für m = 1 

r ä — * 

so dass also J? gleich (2«J°— yo-") mal einer Function von cos tj 

H 

und sin 17 von der Form — wird, wo H eine ganze Function von 

a, r und y bezeichnet. Man reducirt nun J* H weiter durch die 
Formel 

(2tt-l)y 
" 2«*«» 2«* 

wenn 

Ä = ft'cos'^-f-c'sin 3 ^ 
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gesetzt ist, so dass endlich J? die Form 

annimmt, in der A und B rationale Functionen von cos*7 und sin 17 
auch von r, yr 5 — 6 3 und )/r 3 — c 3 vorstellen, die als Nenner das 
Product einer Potenz von a, y und k enthalten oder wenn man 
lieber will, welche einen Nenner der Form (cty) f *k v enthalten, wenn 
fi und v ganz sind. (Man achte auf den einfachen Ausdruck 

ay = (r 3 — 6 3 )cos a i?4-(^ 3 — c 3 )sin 2 J7, 

welcher im Nenner auftritt.) Durch Einsetzen in (a) verwandelt 
sich die Doppel -Formel (a), wenn man nur den Theil berücksichtigt 
welcher cosqq enthält, in 



71 TZ 



(b) . . . J* 1 A cos qt]drj+f 2 BJ° 0 cos qrj dt], 



u 0 



wo das erste Integral ausführbar ist und rational nach r, }V 3 — 6* 
und ) r 9 — c 3 wird. Bei der wirklichen Ausführung benutze man 

- 

die Hülfsformel 

r a 1,1 



(ayfk y (ayf-'h* (ayf k v " 1 
Um die Natur des zweiten Integrals in (6) kennen zu lernen 
führe man das Integral 

j» = r d * 

0 J a + 2rz+yz 1 

aus, welches sich in 

,r dt 

-» r + V — b' cos n cos % t + )/r a — c 3 sin 17 sin «7 
umsetzen lässt, also nach p. 1 14 giebt 

1 , r -f yV cos 3 1? -f- c 3 sin 3 ti 

~rr 10g ■ ■ ■ ■ ■ • 

11t r— yb* cos* y+c* sin 2 rj 

Hieraus folgt 



95. = _ 



ör (r 2 — 6 ") cos 3 i?-f( r 3 — c 3 jsiu 3 >? ' 

so dass sich , welches für r = 00 verschwindet, auch durch 



/OD 
(2?=: 



6 3 ) cos 3 »? -{-(ar — c s ) sin 3 17 
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ersetzen lässt. Das zu betrachtende zweite Integral verwandelt 
sich also in 

J J (« , -6 a )co8 f ^+(a?'-c , )Bin , fl 



DuBcosqrj gleichfalls eine rationale Function von r, yr a — 6 a , |V 3 — c% 
cos sini? ist, deren Nenner (s. o.) der einfache Ausdruck (üty} u k v 
wird, so lässt sich das innere Integral nach tj auf bekannte Art 
vollständig ausführen, und wird eine rationale Function von yä?—P 
und fV— c 9 , so dass das Integral selbst, wie oben bemerkt wurde, 
sich auf keine höhere Transcendente, als auf ein elliptisches In- 
tegral reducirt. 

Da ein Versuch, die Aufgabe, welche wir für die Kreisscheibe im 
§. 14 lösten, auch für die elliptische Scheibe zu behandeln , auf die 
Werthe von W und w für r = 0 führt, wobei 6 und c als rein 
imaginäre Grössen zu betrachten sind, so soll über diesen beson- 
deren Fall noch Einiges hinzugefügt werden. 

Setzt man bi und ci für 6 und c, lässt die Indices m und q 
weg und setzt r = 0, so entsteht 

71 

nW=i cos^d*// — : — — r 

o ~x (ocos^cosif-j-csiniysintJ) T 

Hier lässt sich für rj eine neue Veränderliche a durch die Glei- 
chungen 

bcosy = ßcoscc, 
c sin 17 = ßaina, 

oV 

ß* = 6 a cos 3 tj + c 3 sin 2 ?; = jj-t-^ — r-* 5— ' 

' b sin a-fc cos a 

einführen, so dass das innere Integral in 

cos 7)i it dt 



jl r 



^ _» C08 * +l — 

übergeht. Setzt man in der letzten Formel auf p. 155, welche aus 
den Regeln über die imaginäre Substitution in Integralen Qm folgte, 
a für tp und x gleich Null, so verwandelt sich der vorstehende 
Ausdruck in 

cos zw« /' x cosmtf 
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und endlich nW in 

^ ft-f-m-1 n n-m-l n 
2" 2 2 f 2 cotmacoaqq 

Im J (V6«coB>+c*Bin^)" +1 *' 

Die Vertauschung von cos ma cos qri/ mit sin masin 47 in der ge- 
wonnenen Formel giebt einen Ausdruck für «?. 

§. 19. Bisher wurde vorausgesetzt, es sei, ähnlich wie bei 
den Rotationsellipsoiden, der 3 enthaltende Ausdruck (c) des §.17 
gleich Null. Um dies nachzuweisen hat man allerdings die Qm{£) 
mal cosiw^ oder sinm^ in r und tj zu transformiren, wenn w > «, 
es bedarf aber mir einer ungefähren Kenntniss der Ausdrücke, 
welche auf diese Art entstehen. 

Man weiss aus p. 350—353 wie P"(<J) die Grösse tj enthält; es 
ist diese Function von der Form 

pn d = g(cosi?,siniy) 

Cl/oVos^-t-cWi?)"' 
wenn G eine ganze Function von cos 17 und sin tj vom » ,en Grade 
bezeichnet, die also, nach trigonometrischen Functionen der Viel- 
fachen von 7] umgesetzt, kein höheres als das it te Vielfache von tj 
enthält. Es wird sich zeigen (s. u.), dass die Ausdrücke 

(a) ... 0m(|)cosw^, QU&*inmz> 
welche allein zu 3 beitragen, in denen also m grösser als n ist, 
von der Form werden 

(yV cos 4 n + c a sin 5 y) u+l H (cos n> «in?) 
wenn H, wie -oben G entwickelt, kein geringeres Vielfache als das 
(w-fl) ,e von rj enthält. Hierdurch wäre der Beweis für das Ver- 
schwinden des erwähnten Integral -Ausdruckes (c) geliefert. 

In der That, behandelt man, um die obige Behauptung zu 
erweisen, die Verbindung der beiden Grössen in (o) vermittelst 
+ i, also 

0m ( f ) ( cos mx ± i sin mx) , 
und setzt für das Q seinen Werth zunächst aus §. 57 

QUt) = (y1^i) w D«d), 

und darauf denjenigen, welcher nach §. 46, Gleich. 37, b aus dem 
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obigen folgt, nämlich 

<?:($) = (^f=i)""ss-(«), 

wo für m>n, was hier stattfindet, &l m die ganze Function von £ 
fc _ M i M _i (w-m+l)(«-w+2) fc _ rt )w _ 3 

1 + — +et0 - 

ist, so entsteht die Gleichung 

(b) ... (£) (cos ro* + i sin ro*) = 

Nun ist 

|/| 9 - 1 cos*±t VF-lBin^ = i - -= S 

yft'cos /y + c sin -jy 

* t = (r 3 - b*) cos 9 j, + (r* - c 9 ) sin> 

6 a cos a ^-|-c 2 sin 2 J7 ' 

also wird 



; (iV-fe'cos^+ij/r 2 ^ "J' 
d. h. es ist H(cosy, sin tj) gleich dem Producte von 

^ (|/r^= V cos v +i yr^V sin^) 

mal einer ganzen Function, nach cos'jy vom — oder 

in ji 2 ,en 

- Grade, je nachdem m — n eine ungerade oder gerade 

Zahl vorstellt, oder die, nach Cosinus der wachsenden Vielfachen 
von rj geordnet, mit cos(m— n— l)rj resp. cos(w— n— 2)»; schlicsst. 
Um den Factor (c) genauer zu untersuchen, mache man 



wodurch • 

also jedenfalls a positiv wird. \ Für ein grosses r ist dies ohne 
weiteres klar; sollte für irgend ein r es möglich sein, dass a ne- 
gativ wird, so müsste es vorher durch Null gehen, also 
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a. ü. wenn man quadrirt y r 3 — c 3 (^r — b J + >V 3 — c 2 ) gleich Null oder 
r = c sein. Da nun r>r 4 ist und r, nie unter c herabsinkt, so bleibt 

r über c also a positiv. J Ferner geht }V — b* cos i; + 1 ]/r*-— c a sin ^7 

durch Einführung von a in V<£=T f mal 

_ cosr;±* sin»; = ^ 

über, also(c) mit Fortlassung constanter, hier überflüssiger Factoren in 

(e«±"74-e- a + ; '?)~ n *, 
d. h. in eine nach Cosinus und Sinus der Vielfachen von y geordnete 
Reihe die mit dem m fachen 13 beginnt, zu (m + 2)i?, etc. fortschrei- 
tet. Das Product derselben und jener anderen, welche, als einen 
Theil von II ausmachend, so eben untersucht worden war, und die 
nur Cosinus der Vielfachen bis scblimmstens cos(m — n — ent- 
hält, liefert demnach für H eine trigonometrische Reihe, in der kein 
niedrigeres als das (« + l) ,e Vielfache von rj vorkommt, was be- 
wiesen werden sollte. 

Es verschwindet also wirklich (c) im §. 17. 

§. 20. Im Vorhergehenden findet man die Entwicklung von 
Ä _1 in die Reihe der Y durch die Gleichungen (12) bis (16); die 
Grössen U, u sind nur Functionen von r t und zwar ganze Func- 
tionen von r I? ir]~ ö 9 , /r'— c*; die W, tc nur von r, bezeichnen 
aber elliptische Integrale. Um die Anziehungsaufgabe zu lösen, 
welche der im §. 1 1 für das Rotationsellipsoid behandelten entspricht, 
nennen wir wieder k die Dichtigkeit im Punkte x x , y v) z i der 
Masse, x, y, z die Coordinaten des angezogenen Punktes und 
haben 

(17) . . . v = p^Y x > , 

wenn das Integral über die ganze Masse genommen wird. Die 
Masse mag, — damit wir sogleich den allgemeineren Fall betrach- 
ten — , ein Ellipsoid nicht vollständig erfüllen, sondern durch zwei 
Ellipsoide begrenzt werden, welche möglichst einfach nach Einfüh- 
rung unserer Coordinaten zusammenhängen; dies sind zwei confo- 
cale Ellipsoide (vergl. p. 302), an deren Oberflächen r, conBtante 
Werthe r und r 0 erhält (r sei grösser als r 0 ). 
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Durch die neuen Coordinaten ausgedrückt wird 
dx x dy l dz k = A ein 0 t dd t dtf/ l dr x 
wenn man zur Abkürzung 

-c'Jcos'tf, -t-rjsin'tf, ((rj -6 , )sin> 1 +(r\ -c'Jcos't/O 
setzt; JM, die gegebene Function von r, , 0, , i//,, welche durch 
F(r t jd n \p x ) ausgedrückt werden mag, entwickeln wir in eine Reihe 

wo X* von der Gattung P" in Bezug auf 0, und %ff t ist, also durch 
(«)... X' = fddsin ef^Fir, , 0, t//)P*(cos r)<ty 

aus F folgt. Jetzt muss der Fall, in welchem x, y, z die Coordi- 
naten eines äusseren Punktes vorstellen von dem des inneren Punk- 
tes unterschieden werden. Das Potential heisst, wie früher, in dem 
ersten Falle V a und in dem zweiten V t . 

1) Um V a zu finden entwickele man BT 1 in die Reihe EY H ; 

n 

es verwandelt sich dadurch V a in die Summe 

(18) ... v a = n Fz N 

(18, a) . . . ZT a = f dr i f n dO x s\xxd,f^X n Y n d^ i , 

indem alle Glieder, in welchen Producte X" F w vorkommen ver- 
schwinden, sobald i» und n verschieden sind. Man löse nun P"(cos;/) 
in (a) auf, und findet 

X* = 2 (— l) m P m (cos 0 l )(a m cos m\ff l -f /^sinmt/;,), 
Der Werth von F" war nach (16) 

(6) ... 2 (-i) m p;(co 8 0 t ) cos 2: b n p p;{™s0)*osp\p z u;w? 

vermehrt um den Ausdruck welcher aus diesem nach Vertauschung 
der Cosinus von m\jj % und p\fj mit Sinus, und von U, W mit u, w 
entsteht. Es wird also 
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Zl = 32f\ m,P $~\-l) p a m b;r p (cos6)cospyUZWf; 

J nt,p,q=V 
»II 

vermehrt um den Ausdruck, der durch Vertauschung von a mit ß, 
von cos piff mit ampxp, von 1/ und W mit « und ic entsteht. Die 
Formel (18, a) giebt also als schliesslichen Ausdruck für Z ö : 

(19) ... Z* a r= P £(~l) p b;K(cosd)(gpCOBpxf}-hh p »mpff/), 

wenn zur Abkürzung 

q- n m—n r 

(20) ... g„ = 32 J? W,'(r) £ / ^»„dr, 

(21) ... Ä„ = 32Tir?(r)T A^rJ&.efr, 

gesetzt wird, und man die Summationen nur über gleichartige 
m, p, q ausdehnt, also erstens über zugleich gerade und zweitens 
über zugleich ungerade. Für m, p oder q gleich Null ist jedesmal 
die Hälfte des betreffenden Gliedes zu setzen. 

2) Will man V t finden, so darf man die Formel für Y* nicht 
anwenden, ohne vorher r, 0, xp mit r, , 0,, t//, vertauscht zu haben, 
da die Entwickelung voraussetzte, dass r > r, sei. Dann wird der 
erste Theil von Y n , welcher (6) entspricht 

71 p=n »»,9 

folglich 

»i— n 

(22) ... Z* = 2 K(eoaO)(g m co8m\f>+h m Bmm\f>) 



(23) ... g m = 32Yü^(r) P £\^lfb;rW^(r t )a p dr l , 

</=■-» />-«» «f 



(24) ... h m = 32Yu^(r) P £(-l) p b;fV q (r l )ß p dr i . 



§. 21. Die Aufgabe über das Potential, welche der im §. 12 
für Rotationsellipsoide behandelten entspricht, bildet den Gegen- 
stand der zunächst folgenden Untersuchungen. Wir bedienen uns 
zur Lösung in diesem Paragraphen der Methode , welche im §. 4 
für die Kugel gebraucht wurde, und die auf Anwendung der im 
vorigen Paragraphen für V gefundenen Werthe beruht; durch die 
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Methode des §. 12 wird man im folgenden Paragraphen dieselben 
Resultate, zugleich in neuer Form nämlich durch die Lame"schen 
Functionen ausgedrückt erhalten. 

Es sei also das Potential V„ oder V t einer Masse für alle 
Punkte der äusseren resp. inneren Begrenzung gegeben, welche 
ein Ellipsoid mit den halben Achsen r, V^ a — b 3 , jV— c* bildet; 
die innere resp. äussere Begrenzung ist gleichgültig wie man be- 
reits aus §. 4, p. 308 weiss. Der gegebene Werth des Potentials 
an der Grenzfläche sei f(0, ifj) : man sucht den allgemeinen Aus- 
druck für* V a und F.. 

Denkt man sich F nach Kugelfunctionen in Bezug auf 0 und 
y> in die Reihe 

v= s r 

n=l> 

entwickelt, so handelt es sich nur um die Bestimmung der Z. Die 
Form dieser Grössen kennt man bereits aus (19) bis (24); be- 
zeichnen nämlich y q und d q gewisse unbekannte Constante, so wird 
aus (19) erhalten: 

(25) ... ZS= m iVl) m &mK(cos0/^ 

und aus (22), wenn y und d wiederum Constante, aber andere als 
in der vorstehenden Gleichung bedeuten: 

(25,a) ... Zr=Vp^(cos(?)(cosmV/V yy ^(r)4-sinmi/; Vd 9 w~(r))- 

Die Summen sind hier wie früher nur über gleichartige m und q 
auszudehnen, und für m = 0 hat man die Hälfte der rechten Seite 
zu nehmen. 

Den Werth dieser Grössen kennt man für r = r, indem dann 
Z H = Y" sein muss, wenn wieder Y" das w ,e Glied der Entwickelung 
von f(0, \fi) in eine Reihe von F unetionen der Gattung P darstellt. 
Man wird sogleich sehen, dass dadurch die y und 8 bestimmt, also 
der Ausdruck (25) für Z« und der für Z ( bekannt ist. 

Es wurde schon mehrere Male das Doppelintegral aufgeführt, 
welches den Ausdruck von Y H durch f(0, \p) giebt; man kennt auch 
bereits die Entwickelung von Y n nach den Kugelfunctionen der 
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beiden Veränderlichen 0, \f>. Wir können deshalb diese Formel 
hier ohne Weiteres anwenden, bezeichnen deshalb durch a m und 
ß m gewisse bekannte Werthe, und setzen F", je nachdem man Z a 
oder Z, behandeln will in die Form 

Y n = 2 (-l) m b n m PZ(cosO)(a m cosmifj+ß m &\nmy>), 
Y H = 2 P£ (cos 0) (a m cosmifj -f ß m sin mt//); 

tn=() 

für w = 0 mag auch in diesen rechts die Hälfte genommen wer- 
den. Die Zusammenstellung von Y und Z zeigt, dass man, um 
Z n a zu bestimmen, die y und d aus den Gleichungen 

(26) ... q Fy q W?(T) = a m , 

q Fd q wZ{X) = ß m 
9=1 

aufzusuchen hat, in welchen m der Reihe nach alle Werthe von 0 
bis n erhält, und in denen die rechten Seiten « und ß, so wie die 
Coefficienten W und w der Unbekannten y und S bekannt sind. 
Da die q nur solche Werthe erhalten, welche dem jedesmaligen m 
gleichartig sind, so zerfallt jedes der beiden Systeme linearer Glei- 
chungen in je zwei gesonderte; sind die y und S gefunden, so setzt 
man sie in (25) ein, und hat so Z\ ermittelt. Für Z y sind die 
linearen Gleichungen aufzulösen, welche aus den Systemen (26) 
sich nach Vertauschung von W und w mit U und u ergeben. 

*Es könnte hierbei ein Bedenken entstehen, ob nämlich die 
Gleichungen, für jedes gegebene System von Werthen a und ß, 
Werthe und bestimmte Werthe y und S verschaffen? Dieses Be- 
denken wird durch den folgenden Paragraphen gehoben, indem 
aus der dort zu gebenden Form der Lösung und der Behandelung 
des Problems daselbst leicht folgt, dass jedem für die Punkte der 
Oberfläche willkübrlich angenommenen Potential ein und nur ein 
für alle Punkte gültiges Potential V a und V t entspricht. Man kann 
aber auch den Nachweis, dass die Lösung der Gleichungen mög- 
lich und bestimmt ist, direct führen. 

Wir geben den Nachweis für ein beliebig gewähltes System, 
für das nämlich mit Coefficienten U, welches sich also auf V t be- 
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zieht. Dieses System ist bekanntlich ein unbestimmtes resp. un- 
mögliches oder ein bestimmtes, je nachdem das System, welches aus 

(a) ... 9 i"/. 9 f/"(r) = 0 

für im = 0, 1, 2, ... n gewonnen wird, bestehen kann oder nicht 
bestehen kann, ohne dass alle X gleich Null sind. Wir zeigen, 
dass die Gleichungen (a) das Verschwinden aller X erfordern. Es 
folgt nämlich aus (a), wenn man die m le Gleichung mit cos ma 
multiplicirt und dann von m = 0 bis m = n summirt, endlich (15) 
berücksichtigt, 

(b) . . . 2 l q I B H co&qrjdrj = 0 

wenn B den Werth (13) vorstellt, in dem man nur r, mit r ver- 
tauscht hat, und zwar muss (6) für alle a und das fest bestimmte r 
erfüllt sein. 

Man mache 

cos er — , sin« = r : , 
und findet dass auch 
^ l v-+ — — , cosi?-f-! — ) cosqijdri 

für alle ^, freilich bei festgehaltenem r gleich Null wird, was aber 
nur möglich ist wenn es für beliebige r identisch verschwindet. In 
der That lässt sich dieser Ausdruck in Lame* 'sehe Producte 

2x m E M (fi)E m (x) 

m 

umsetzen, die alle zu demselben n gehören; soll eine solche Reihe 
für alle p verschwinden so ist sie (§. 86) identisch, also für jedes 
r Null. Dasselbe gilt nun für den Ausdruck oben, welcher die X 
enthält; verschwindet aber, nach Bezeichnung des §. 77, c 

2X m c:[fi,r] 

für alle fi und r, so weiss man dass alle X gleich 0 sind, was zu 
beweisen war. 

Anmerk. 1. Kann man die Gleichungen (26), oder die ent- 
sprechenden, U und u enthaltenden für den Fall lösen dass sämmt- 
liche a gleich 1 sind, so wird die Bestimmung von V a resp. V t 
wesentlich erleichtert. 



n 

6. 
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An merk. 2. Man weiss, das V der Differentialgleichung 
J*V=0 genügt. Macht man die y und 6 aller Z gleich Null bis 
auf die eines einzigen Z", und in diesem wieder sämmtliche y und 
ö bis auf ein einziges y q oder S q welches dann gleich 1 gesetzt 
werden soll, so folgt dass particuläre Integrale der Glei- 
chung J*V=O f aus welchen V zusammengesetzt ist, folgende 
Ausdrücke sind: 



2 b n m PZ (cos 0) W" (r) cosroij/, 



m=0 
m—n 



2 PZ(cosd)U?(r)cosmy>, 

denen man noch zwei hinzuzufügen hat, welche aus ihnen durch 
gleichzeitige Vertauschung von Coswig mit ainmtj/, und von W mit 
w, resp. von U mit u entstehen. 

§. 22. Die Aufgabe des vorigen Paragraphen soll nun durch 
die Methode, welche im §. 12 angewandt wurde, gelöst werden, 
d. h. durch die Integration der Gleichung ^/*F=0, mit Hinzu- 
fügung der Bedingung dass V=f(ß,y) auf einer gegebenen ellipsoidi- 
schen Fläche wird, welche die halben Achsen r, |V — 6% yV — c* 
besitzt. Es treten ausserdem noch Bedingungen hinzu, die sich 

darauf beziehen, dass gewisse Grössen endlich bleiben. Wir heben 

dV 

hervor, dass V a = 0 für r = oo, und dass V lf -g^-, etc. für alle 

Punkte im Inneren des Ellipsoides endlich bleiben. 

Man führt, wie am Anfange dieses Kapitels, für die recht- 
winkligen Coordinaten x, y, z die drei Veränderlichen r, 6, y ein ; 
für den Buchstaben r soll aber o benutzt werden, damit früher 
entwickelte Formeln, welche sich auf die Lam ersehen Functionen 
beziehen, hier unmittelbar verwendet werden können. Wir setzen 
nun (m. vergl. das Kapitel des zweiten Theiles §. 76 et seq.) 



cos 



sintfcosy = — — . F 

sin 0 sin t// = 7 ' 



Heine, Handbuch tl. Kugelfunciionen. 



Digitized by Google 



370 Dreiachsiges Ellipsoid. §. 22, 30. 

« 

und machen ferner 



9 dg 






f 








V 


dv 


}/6 9 - 





dann verwandelt sich die Gleichung J*V=0 in 

(27) ... (^-o^+(e'-^)^+( ? '-^)|^ = o. 

Ferner entwickele man V nach den Functionen, welche zur Gattung 
der P in Bezug auf 0 und V gehören, so dass 

(28) ... V = üfV 

ist, wo also der Differentialgleichung gentigt 

< 29 )-- 8g +^-ä^ +B( " +1)Z =0 - 

Führt man in diese die neuen Coordinaten fi und v statt 6 und 
ein, so geht sie in 

(30)... ^-+^- + „(„ + i)(^-»',r = o 

über; setzt man für V seinen Werth in (27) ein und reducirt durch 
(30), so entsteht demnach, nachdem man durch (i*— v* getheilt hat, 

i 0 ßf + ^ +n(fl+1 ^'-^ r ]= 0 > 

eine Gleichung, welche auch bestehen muss, wenn das Summen- 
zeichen fortbleibt. In der That zerfallt der Ausdruck unter dem 
Summenzeichen, der A heisse, in B+C, wenn 

gesetzt wird. B, welches nur Z* multiplicirt mit Constanten und 
difterentiirt nach solchen in Bezug auf 0 und y enthält (g und |), 
bleibt daher eine Function der Gattung P" in Bezug auf 0, ijt; 
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ebenso C. Denn Z H , weil es von der Gattung P" war, hat die Form 

2y £>)£>), 

wo die g Constante vorstellen, und jede Function dieser Form ist 
von jener Gattung. Es verwandelt sich daher C in 

und nach p. 212, 56 in 

behält daher dieselbe Form. Hieraus folgt, »dass auch A von der 
Gattung P H ist, dass also die Summe der A nicht verschwinden 
kann, ohne dass jedes A selbst Null wird. Es genügt also Z" auch 
der Gleichung 

(«)... ^-+^-+„( n+ i)(^- e ')r = o, 

so dass jedes Z dieselbe Differentialgleichung in Bezug auf g und 
fi wie in Bezug auf v und fi erfüllt. 

Um die Form von Z in Bezug auf g, (t, v zugleich zu ent- 
decken, setze man 

Z" = 2g"E'(n)E'(v), 

S 

1 1 

wo g noch von g abhängt, in (a) ein, und findet 

2E'(v)[E-(ri^+g<*-^+ n („+lW-eWE , w] = 0. 

Setzt man wieder nach (56) 

^tl +n (n+l)^E"{(i) = (b'+c')B'E'W, 

so verwandelt sich der vorstehende Ausdruck in 

2E'ME*w[££ + ((b'+c')B'-n(n+l) e *)g<] = 0; 

die in eckigen Parenthesen befindliche Grösse, sie sei A* , enthält 
kein fi und v, und muss für jedes s verschwinden, indem (p. 225) 

n 

nicht für alle ft und v gleich Null sein kann, ohne dass A* für sich 
gleich Null ist. Es genügt also g* der Gleichung 

[(&'+ c')B*-»(»+i)(.']y = o, 

24» 
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derselben, welche durch E(^) und F(g) vollständig integrirt wurde. 
Bezeichnen h und k willkürliche rein numerische Constante, so ist 
folglich die allgemeinste Form von Z 

(b) ... Z" = T(h*E'(o)+k<F(Q))E°(f*)E\v). 

Die weitere Bestimmung der /* und k erfordert die Entwicke 
lung unserer gegebenen Function f(0, \p) nach den E selbst. Um 
diese zu erhalten, setze man, wie p. 324, 

( f{ß,v) = 2Y m , 
wo Y* bekannt und gleich 

^.in^yV^,, t/Oncosy)^ 

ist. Man zerlege nun f in acht Theile, welche denen des §.88 
entsprechen; zuerst zcrtheilt man es in zwei 

f(0,y)+f(n-0 ,y) , f(d f yj)-f( n -0,tp) 
2 + 2 ' 

von denen der erste durch Vertauschung von 6 mit n — 0 weder 
Werth noch Zeichen, der zweite nur das Zeichen ändert. Bei 
der Entwickelung nach Kugelfunctionen zweier Veränderlichen 
/C(cos0)co87»y/ und P^costfjsinmi// liefert daher der erste die 
Glieder mit geradem n-m, der zweite mit ungeradem «-m. 
Jeden Theil X(0,y) zertheile man weiter in 

X(d,ty)+X(d,2a-yß) , *(0,i//)-X(0,2*-*/>) 
2 + 2 

von denen bei der Entwickelung der erste nur die Glieder giebt, 

welche die Cosinus der Vielfachen von %f), der zweite nur solche, 

welche die Sinus enthalten. Jeden von diesen Theilen 0(0, y/) 

zerlege man in 

0 (0, yj) + 0 (0, tp+n) 0 (0, %p) — 0> (0, \p + n) 
2 + 2 J 

der erste Ausdruck enthält nur Glieder mit geraden, der zweite 
nur mit ungeraden Vielfachen von f. Diese acht Theile bezeich- 
nen wir durch 

Xo > Xu Xt> Xs t 

x', x\ x', x\ 



Digitized by Google 



§. 22, 30. Dreiachsiges Ellipsoid. 37 



und zwar sollen die % mit unterem Index einem geraden, mit obe- 
rem einem ungeraden n entsprechen; ferner mag x 0 und x° die C; 
(cf. p.228) verschaffen; %\ un( * Z* dio Xt l,n< * X* die S u ; x 3 und 
X 3 die S,j. Dann lässt sich Y n durch die Summe von vier Theilen 
ausdrückei) ; von denen jeder durch 



71 



dargestellt wird, wenn x der Reihe nach, bei geradem n alle un- 
teren, bei ungeradem n alle oberen Indices 0, 1, 2, 3 erhält. 

Führt man nun für 0 und tp die elliptischen Coordinaten p 
und v, für 0, und t//, entsprechend ,a, und y, ein, bezeichnet das 
so transformirte #(0, V) f erner durch x[l l ) v ] un ^ benutzt §. 91, so 
entsteht {2a = n oder n — 1) 

r = *2 a*K*(ti)K\v) - ~FVlV)L>) 

wenn die a, 6, c, g bekannte numerische Constante vorstellen, näm- 
lich für ein gerades n 

o o 

c* = 8 etc., g* = 8 etc., 
für ein ungerades » aber die Ausdrücke, welche aus den vorste- 
henden durch Vertauschung der unteren Indices von x ra ^ den 
oberen entstehen. Eine Summe, wie die welche Y" bildet, soll ab- 
gekürzt durch das selbstverständliche Zeichen 

r = 2±a s E*(tt)E s (v) 

dargestellt werden. 

Von dieser Stelle an theilen wir die Aufgabe, und betrachten 
1) V a . Da V a für q = oo verschwinden muss, so hat man in 
(6) alle h gleich Null zu setzen, und es reducirt sich dadurch auf 

2^£>)£>)F>). 
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Hier sind die k vollständig durch die Bedingung bestimmt, dass für 
q = r sich Z in Y verwandeln soll, und man findet die Lösung un- 
serer Aufgabe, indem man zu (28) die Gleichung 

(31) ... r^j+aY^rw^ 

hinzufügt. 

2) Wir betrachten K ( . Nach der auf p. 327 erwähnten Methode 
von Neu mann läast sich hier das Entsprechende zeigen, dass näm- 
lich in dem Ausdrucke (b) für Z* alle k verschwinden müssen. 
Hierbei legt man eine bekannte Eigenschaft der elliptischen Coor- 
dinaten zu Grunde: geht man von dem Punkte (ß,l*- } v), welcher? 
heisse, zu den drei benachbarten 

Pi =(Q+dQ>t*> 0 

P 3 = ((>,t*,v+dv) 
über, so stehen die Linien P x P; P t P; P l P\ in P senkrecht auf 
einander. Man zeigt dies, wie das Entsprechende im §. 12. Sind 
hier dn, do, dp die unendlich kleinen Längen in diesen Rich- 
tungen, so wird dn auf dieselbe Art wie an der bezeichneten Stelle 
gefunden; fügt man zur Vollständigkeit noch do und dp hinzu, so 
hat man 

«-«p IV- **)(*' -«*) 

< I P — dv }/ (pZvJ^dP) ' 

und zeigt, dass in dem Ausdrucke (6) für Z t alle k verschwinden 
d V dZ 

müssen, wenn also ^ überall endlich bleiben soll. Ist dies ein- 
mal festgestellt, so ergiebt sich dio Bestimmung der h, ähnlich wie 
im Falle ad 1, indem man o = t setzt; man findet 

(32) ... z: = £±ä'EU^E'(v)^l 

» E (r) 

und hat demnach zwei verschiedene Formen der Lösungen unserer 
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Aufgabe: die eine wird durch (31) und (32), die zweite durch (25), 
(25, a) und (26) geliefert. 

Die Differentialgleichung /J*V = 0 hätte sich übri- 
gens so lösen lassen, dass man sogleich auf die erste 
Form, die des §.21, kommt; man folgt dazu, um nur den Fall 
von V t zu erörtern, dem ersten Wege bis zu der Stelle, an wel- 
cher man findet, dass Z n gleich 

2h*E'{Q)E*{{i)E\v) 

wird, und schliesst daraus: 

1) Z* als zur Klasse der P* gehörig, muss von der Form sein 

«2 P;(cos0)(a m cosmy+^sinwuv), 

m=U 

wo a und ß nur q enthalten können, oder, in (i und v umgesetzt, 
von der Form 

Z* a m C m \iA, v] + ß m S[p, v]. 

2) Es ist symmetrisch nach Q und v. 

3) Es verwandelt sich Z n ausserdem für q = r in die gegebene 
Function F* (die man sich in der Gestalt denken mag, in welcher 
sie im §. 21 angewandt wurde, d. h. ausgedrückt durch 6 und ip). 
Hierdurch ist Z vollkommen bestimmt. 

Nun integrirt man die Differentialgleichung für Z", nicht durch 
Einführung der E sondern durch einen Ausdruck von der obigen 
Form. Es ist offenbar P*(cosy,) eine Function, welche den Bedin- 
gungen ad (1) und (2) entspricht, wenn 

cosy l = cos0co8 0 t + sin 0 sin 0, cos (t// — 
gesetzt wird, und man für 0, ip die Coordinaten p, v, so wie flir 0 t , xp t 
durch Gleichungen derselben Form fi iy q einführt. Bezeichnet CP(Pi) 
eine Function von mit(2n+l) willkürlichen Constanten, so ist also 

yWj^cosyJd^, 

das Integral zwischen willkürlichen Grenzen genommen, eine Func- 
tion die (1) und (2) genügt und 2«-f 1 Constante enthält. Kann 
man letztere so bestimmen, dass für q = r das Integral sich in den 
gegebenen Werth Y* verwandelt, so ist es das gesuchte Z". Nur 
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zum Durchgange wurden für 0, %p die Grössen v eingeführt; wir 
lassen die ursprünglichen Grössen im weiteren Verlaufe ungeändert, 
was bequemer ist, da Y n als Function von 0 und \p direct gefun- 
den wird ; nämlich 

während cosy, sich in 

cosy i = cosflgp-}-8inflcOBV r ^' ^L ^—±-+s\nO&\uip ' ' 



bc r bfc^tf cYc^ 

verwandelt. Man kann nun die Function 0 so bestimmen, dass 
das Integral sich wirklich in Y n verwandelt, und findet so genau 
die durch (25, a) gegebene Form der Lösung wieder. Um diese Arbeit 
nicht zu weit auszudehnen, übergehen wir die Einzelheiten, da ein 
neues Resultat sich nicht ergiebt, und verweisen auf des Verf. Ar- 
beit im 29 8ten Bande des Crelle'schen Journals, §. 6. 

An merk. Wie in der zweiten Anmerkung des §. 21 weist 
man nach, dass jedes Prodnct 

E(ti)E(v)E(Q); E((i)E(v)F(Q), 
für sich der Gleichung J*V = 0 genügt. Hier lässt sich dasselbe 
übrigens sofort durch wirkliches Einsetzen desselben in (27) be- 
weisen, wenn man durch (56), wie am Anfange des laufenden Pa- 
ragraphen reducirt. 

§. 23. Es bleibt noch übrig, eine Entwickelung für BT 1 durch 
eine Methode zu finden, welche der des §. 13 entspricht, welche 
also die Lösungen der Differentialgleichung /PV = 0 zu Grunde 
legt : sie wird in einer von der ursprünglichen des §. 17 verschiede- 
nen Form auftreten, indem wir die Differentialgleichung durch die E 
und F integriren. 

Es seien die Coordinaten der beiden Punkte x, y, %; x t , y t , z t 
durch Q f fi, v; Q t , p x , i>, ausgedrückt und q { <C£: alle Grössen, 
welche sich auf o, , fi t , v t beziehen, wie schon bezeichnete auf Q f (i, v 
erhalten dieselben Buchstaben und werden nur noch mit 
versehen. Setzt man R^ = T y und wie im §. 17, 
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so wird F", weil es ein Potential , wie K t , des Punktes x t , y, , *, 
ist, die Form haben 

(«)... Su"E\e,)E'( ( i,)B'(v l ) > 

wenn u nur g } fi, v enthält. Aber Ä* wird gleich 

? + f*' + vi - 2c 8 - 26' 
— 2 (oo, cos 0 cos 0 4 -}- >V — o' ^J— 6* sin 0 sin 0, cos y cos tp t 

•f }V~ c a ^pj — c'sin 0sin 0 t sin tfj sin y, ) , 
wenn der Kürze halber 0, O x , xp und tp l neben pi, v, fi t und v t 
beibehalten werden; also ist T symmetrisch in Bezug auf je zwei 
Grössen g, o, ; fi, fi t ; v, v t ; die Entwicklung bevorzugt einige von 
diesen Grössen, so dass in Y die Symmetrie aufhören kann. 

Würde man T als Function von g n fi iy v, immer o, <C g vor- 
ausgesetzt, in eine Reihe entwickelt haben, so hätte man als Form 
des » ten Gliedes durch dieselben Schlüsse, welche (a) geben, auch 

(6) ... Zv'E'W 

gefunden, wenn t> kein g n p lt v enthält; da aber die Reihen, deren 
n (e Glieder (o) und (6) vorstellen, einander gleich sind, und beide 
nach den Producten E(g l )E(fi l ) fortschreiten so sind die Reihen 
identisch, also uE(v t ) =tj£(y) oder u von der Form tp.jE(v), wenn 
tp nur g und fi enthalten kann. Daraus ergiebt sich für Y", wenn man 
in Bezug auf den oberen Index s summirt, welcher der Kürze hal- 
ber fortbleibt, die Form 

JSwEhJEMEMEW, 
und in ähnlicher Weise durch Vertauschung von /i, mit (i: 

r = SXE{ Qx )E^ i )E{v l )E{ l i)E{y) ) 
wenn l nur noch g enthalten kann. Wie dies eingeht, kann man 
nicht durch einfache Vertauschung von g und g t erfahren, da die 
Betrachtungen wesentlich voraussetzten, dass g t kleiner als g sei. 
Man weiss aber, dass V auch in eine Reihe entwickelbar ist, deren 
» te> Glied die Form hat 

n n = 2kE(n)E(v)F(Q) ) 
wo h kein (i, v, g also nur die Buchstaben mit Indices erhält. Da 

T = Z V H = 2 Y n 

sein sollte, und tj und Y beide nach Producten E(fJL)E(v) fort- 
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schreiten, so sind die Reihen identisch, oder 

lE( (fl )E^,) = kF( e ), 
also endlich * = cF{q), wenn c eine rein numerische Constante 
bedeutet. Man bat also 



— = SY* 

a 7 ' 

r = '?c'E'(r l )E'(r t )E'(e,)E'WE'(v)F'(e). 



Um schliesslich die numerischen Constanten c zu bestimmen, 
multiplicire man beide Seiten mit q, setze p, = wo o < 1, und 
und q = oo . Dann wird 

■ff = i 1 = *(* O i 

Ä j/l — 2acosy + a* » 

ferner nach p. 214 nnd 239 für q = oo und q 1 = oo 
und hieraus 

Vergleicht man hiermit den Werth von -j^ ftkr e=oo, so musa 

das gefundene Y* gleich a*P"(cosy) sein, so dass nach (69) sich 
ergiebt 

c* = ±4tt, 

wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem das 
betreffende E der ersten und vierten Klasse (+), oder der zweiten 
und dritten (— ) angehört. Man findet hieraus schliesslich als »'•• 

Glied der Entwicklung von — für jedes g, welches grösser als 
g t ist: 

(33) ... r = U?±r (h)e'((i)e- me' (v)e° (ft)r(rt- 

An merk. Die Anmerkung p. 321 weist auf einfache For- 
meln hin, die man dort für besondere Werthe der Coordinaten aus 
der allgemeinen Entwickelung von Ä _l erhielt; man fand aus der- 
selben ira Bpeciellen Falle die Reihe für (y — x) , welche im Laufe 
der Untersuchungen häufig benutzt war. Macht man hier Q t =*c t 
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H l = c, v, = 6, so vereinfacht sich einerseits R zu 

andererseits Y H in (33) zu 

r = 8 3^Jr Ä Mir (*)*•*(?), 

wenn zur Abkürzung 

*/T(6)Ä"(c) = 2g* 

gesetzt wird. Mit Hülfe des §. 88 findet man hieraus für eine 
Function F\ welche zu demselben n gehört, wie die unter dem 
Integrale befindlichen K* 

also ein Integral für die Function F, welches dem von Neumann 
für die Q gegebenen entspricht. Für diejenigen F, welche aus den 
L, M, N entspringen, lassen sich ähnliche Formeln aufstellen. 

§. 24. Das Fundament zur Behandlung der Aufgaben dieses 
Kapitels ist von Lame* gelegt, welcher nach Einfuhrung der 
Functionen E im 4** n Bande des Li ou vi 11 e' sehen Journals (1839) 
die erste hierhergehörige Aufgabe, die des §.22, welche sich auf 
das Potential des inneren Punktes V t bezieht, nach der in jenem 
Paragraphen durchgeführten Methode löste. Lame" kleidet die 
Aufgabe allerdings in ein anderes Gewand, indem er den Zustand 
des Gleichgewichtes der Wärme in einem Ellipsoide untersucht, 
dessen Oberfläche in einer gegebenen, von der Zeit unabhängigen 
Temperatur [/*(#, v)] erhalten wird, und giebt so dem mathemati- 
schen Probleme, welches [Anwend. II, §. 5] dasselbe für beide Fra- 
gen bleibt, auch diejenige Form, welche am meisten in einer Zeit 
interessirte, in welcher das Werk von Fourier*) Uber die Wärme- 
theorie, gefolgt von Poisson's Arbeit**) über denselben Gegen- 
stand eine grössere Zahl der Mathematiker beschäftigte. 

*) Theorie analytiquo de la chaleur. Paris, chez Firmin Didot, pere et fils; 
1822. 

**) Theorie mathematique de la chalenr. Paris, Bachelier; 1886. 
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